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抽象的- 在本文中，我們提出了一種生物分子演算法，具有 O( n 
2 + m ) 生物操作、O(2 n ) DNA 鏈、O( n ) 管和最長 DNA 鏈 O( n )，

用於求解獨立的- 任意具有 m 個邊和 n 個頂點的圖 G 的設定問

題。接下來，我們展示了從生物分子解決方案產生的一種新型簡

單布林電路，其中 m 與非門，( m + n ( n +1))與門和 (( n ( n 

+ 1)) / 2) NOT 閘可以找到任何具有 m 個邊和 n 個頂點的圖 G的

獨立集問題的最大獨立集。我們表明，所提出的一種新型量子分

子演算法可以透過下界(2 n /2 ) 查詢和上限(2 n /2 ) 查詢找到最

大獨立集。這項工作提供了明顯的證據，證明為了解決任何具有

m 個邊和 n 個頂點的圖 G 中的獨立集問題，生物分子計算機能

夠生成一種新型的簡單布爾電路，以便通過實現它量子計算機可

以提供二次加速。這項工作還提供了一個明顯的證據，表明量子

電腦可以顯著加快生物分子電腦的速度並增強其可擴展性。接下

來，輸入 n 位的元素不同性問題是確定給定的 2 n 個實數是否不

同。在量子行走演算法的情況下，解決元素獨特性問題的量子下

界是(2 n (2/3) ) 查詢。
我們進一步證明，所提出的量子分子演算法將

量子下界減少為((2 n /2 ) / (2 1/2 )) 查詢。此外，為了證明所提出

的量子分子演算法的可行性，我們透過在具有 5 個量子位元的後

端 ibmqx4 和具有 32 個量子位元的後端模擬器上進行實驗，成

功解決了具有兩個頂點和一條邊的圖 G 的典型獨立集問題。 

 
索引術語— 資料結構與演算法、獨立集問題、分子演算法、分

子計算、量子演算法、量子計算 

 

I. 介紹 

EYNMAN [1] 是第一個提出分子計算的人，但他自己卻沒

有實現這個想法。幾十年後，透過處理 DNA 鏈， 

Adleman [2]成功地解決了試管中哈密頓路徑問題的一個例

子。 1982年，費曼[3]提出了計算理論中最重要的問題之一，

即基於量子理論的計算設備是否能夠比標準圖靈機[4]更快

完成計算。貝尼奧夫 [5] 也考慮了量子計算的可能性。 
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Deutsch 設計了量子計算的通用模型—量子圖靈機 [6]。 

圖 G =（ V ， E ） 是根據頂點定義的 邊，其中 V是 n 

個頂點的集合， E是 m 個邊的集合。在數學上，圖 G = ( V , 

E ) 的獨立集合是子集 V 1  V的頂點，使得對於 V 1 中的每兩個

頂點
，沒有邊連接這兩個頂點 [7]。獨立集問題是尋找 G中最

大尺寸的獨立集。 這個問題是 NP完全問題 [7]。 

 我們在本文的主要貢獻如下。 

•我們證明任何具有 m 個邊和 n 個頂點的圖 G的獨立集
問題可以透過以下方式解決 所提出的分子演算法具有 O( n 
2 + m ) 生物操作、O(2 n ) DNA 鏈、O( n ) 管和最長 DNA 鏈 

O( n )。 

•我們證明了從生物分子解決方案中獲得的一種新型簡

單布林電路，其中 m 與非門，( m + n ( n +1))與門和

(
𝑛×(𝑛+1)

2
) NOT閘可以找到任何有m 個邊和 n 個頂點的圖G 

的獨立集合問題的最大獨立集合。 

•我們表明，所提出的量子分子演算法用於實現從生物

分子解決方案生成的一種新型簡單布林電路，可以為相同

問題提供二次加速。這是最著名的加速，因為 解決問題的

下限是Ω (2
𝑛×

1

2)查詢，上限是 O (2
𝑛×

1

2)查詢。 

•任何具有 m 個邊和 n 個頂點的圖 G的獨立集問題提供

了明顯的證據。生物分子電腦能夠產生一種新型的簡單布

林電路，當由量子電腦實現時，它可以提供二次加速，這是

已知針對給定問題的最佳加速。 

•我們證明，這項工作提供了另一個明顯的證據，表明

量子電腦可以顯著加速和增強生物分子電路的速度和可擴

展性。 
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•我們展示了相同生物分子解決方案的數學解決方案如

何用有限維希爾伯特的單位向量進行編碼。 

•我們也證明，NP完全問題之間的約簡處理不僅無法加

快量子演算法的效能，反而會減慢其效能。 

•我們 證明 NP 完全問題的簡化對於量子電腦來說是無

用的，因此人們應該獨立開發一種新的量子演算法，以二

次加速解決任何 NP 完全問題。 

•具有 n 個頂點和 m 個邊的圖 G中的獨立集問題的具有

二次加速比的量子分子演算法不是最好或最優的量子演算

法。 

•輸入 n位的元素不同性問題是決定給定的 2 n 個實數是

否不同。解決此問題的量子下界是對Ω (2
𝑛×

2

3)量子行走演

算法的查詢。我們表明，所提出的量子分子演算法減少了

查詢的量子下限Ω (√
2𝑛

2
)。 

•具有 5 個量子位元的 IBM 後端 ibmqx4和具有 32 個量

子位元的後端模擬器上實驗性地解決了具有兩個頂點和一

條邊的圖中的獨立集問題的實例。 

 

本文的其餘部分組織如下：在第二節中，給出了這項工

作的動機。在第三節中，我們闡述了分子電腦和量子電腦

的發展。在第四節中，提出了解決任意具有 m 條邊和 n 個

頂點的圖 G 的獨立集合問題的分子演算法。在第五節中，

我們提出了一種量子演算法，用於解決任何具有 m 個邊和

n 個頂點的圖上的獨立集問題。在第六節中，我們分析了所

提出的解決相同問題的量子分子演算法的時間複雜度和空

間複雜度。在第七節中，我們展示如何將相同問題的分子

解的數學解編碼為有限維希爾伯特空間中的單位向量。在

第八節中，我們證明了減少 NP 完全問題是沒有用的，為每

個 NP 完全問題獨立開發更好的量子演算法是解決這個問

題的正確方法。在第九節中，我們表明量子下界是( ) 查

詢量子遊走演算法，該演算法透過2
𝑛×

2

3n位輸入解決元素獨

特性問題。元素相異性問題是判斷給定的 2 n 個實數是否相

異。我們給了為什麼它被簡化為（ ）查詢√
2𝑛

2
的證明（原因） 

。在第 X 節中，我們在具有 5 個量子位元的 IBM 後端

ibmqx4 和具有 32 個量子位元的後端模擬器上實驗性地解

決了具有兩個頂點和一條邊的圖中的獨立集問題的實例。

在第 XI節中，我們在具有 32 個量子位元的 IBM 後端模擬

器上實驗性地解決了具有三個頂點和兩條邊的圖中的獨立

集問題的實例。在第十二節中 = 12 \* ROMAN ，我們給出

一個簡短的結論。 

II. 動機 

貝內特等人。 [ 8] 證明了解決輸入大小為 n位的任何 NP 

完全問題的量子演算法的下界是( 2
n×

1

2) 。 此結果表明，

一種用於解決任何 NP 完全問題的新型量子演算法可以提

供二次加速，如果其上限為( )，則這是該問題2
n×

1

2已知的
最佳加速。一個有趣的開放問題是「解決任何 NP 完全問題

的分子解的數學解是什麼」？任何具有 m 個邊和 n 個頂點
的圖上的獨立集問題都是 NP 完全問題 [7, 9]，其分子解、

其量子解以及同一分子解的數學解尚未提出。我們寫這篇

文章的動機是尋找這三種解決方案。 

III. 分子和量子計算機的發展 

DNA 演算法的一個潛在重要應用領域是破解加密方案 

[10-13]。為了解決許多眾所周知的計算問題，提出的 DNA

演算法包括 3-SAT問題[14]、三頂點著色[15]、二元整數規

劃問題[16]、子集產生式[17]和實數背包問題的 DNA 實驗

[18]。其他著名的 DNA 演算法包括集合劃分問題 [19]、基

於規則的系統的分子驗證 [20]、生物分子資料庫的實現 [21] 

以及複雜向量算術運算的實現 [22]。伍茲等人。 [23] 報告

了 DNA 瓦片集的設計和實驗驗證，該 DNA 瓦片集包含 

355 個單鏈瓦片，並且可以透過簡單的瓦片選擇重新編程

以實現各種 6 位元演算法。值得注意的是 DNA 計算演算法

和模型的最新發展，例如 [24-26]。 

第一個量子演算法是 Deutsch-Jozsa 演算法，它展示瞭如

何利用量子圖靈機的一些固有的量子力學特徵 [27]。 1994 

年，Shor 提出了他的量子演算法，用於有效解決因式分解

和離散對數問題 [28]。 1996 年，[29] 中提出了在未排序資

料庫中搜尋答案的 Grover 演算法。量子計算和量子資訊的

詳細描述在[30-32]中給出。 Aaronson 和 Shi 在[33]中針對

碰撞和元素獨特性問題提出了量子遊走演算法的量子下界。 

Huo 和 Long 在[34]中表明，在線性相互作用狀態下，可以

以簡單的方式產生單光子糾纏態，並且在非線性相互作用

狀態下，提出了一種利用固體中三波混頻生成微波壓縮態

的方案提出了-態電路。楊等人。在[35]中提出了多量子位

元 Grover 搜尋的實現。 Long和 Xiao在[36]中實現了具有

七個量子位元的 NMR 量子資訊處理器。 Boneh 和 Lipton 

在 [37] 中證明，量子電腦能夠基於他們所謂的「隱藏線性

形式」在量子多項式時間內破解任何密碼系統。 Lukac 和 

Perkowski 在[38]中提出了一種量子符號邏輯綜合的演化方

法，並使用遺傳演算法來綜合量子電路。莫伊利特等。 [39]

展示了有界度圖的旅行商問題的量子加速。張等人。 [40]

解決了在量子加速圖中尋找最大團的問題。佩洛夫斯克等。

在[41]中演示了量子退火器上的大最小頂點覆蓋問題。阿魯

特等人。在[42]中確定他們的 Sycamore 處理器需要大約 200 

秒來對量子電路的一個實例進行一百萬次採樣——他們的

基準目前表明，一台最先進的經典超級計算機的等效任務

將需要約 10,000 年。 [43-44]中介紹如何編寫量子程式來解

決 IBM 量子電腦和量子處理單元上的實際應用。 

IV. 解決獨立集問題的分子演算法 

m 個邊和 n 個頂點的圖的獨立集合問題的定義。接下來

介紹[2]中提出的 DNA 鍊和生物操作。它們將被應用於設

計分子電路來解決獨立集問題。然後，給出了所提出的分
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子演算法的時間複雜度和空間複雜度。之後，給出了由生

物分子解決方案產生的簡單布林電路，以解決任何具有 m 

個邊和 n 個頂點的圖上的獨立集問題。最後，我們使用資

料依賴性分析來證明，解決任何具有 m 個邊和 n 個頂點的

圖上的獨立集問題的簡單布林電路是該問題中最著名的。 

A. 獨立集問題的定義 

設 G為圖， G = ( V , E )，其中 V是一組頂點， E是 G中

的一組邊。我們假設 V是 { v 1 , …, v n } 且 E是 {( v a , v b )| 

v a和 v b分別是 V } 中的元素。我們進一步假設 | V |表示 V

和 |中的頂點數電子|表示 E 中的邊數。我們也假設 | V |等於

n且 |電子|等於 m 。 m的值最多為 (( n ( n −1)) / 2)。圖 G

的獨立集合是子集 V 1  V的頂點使得對所有 v a , v b  V 1 ，

邊 ( v a , v b )不在 E [ 7, 9] 。 [7, 9]中所引用的定義 4-1 用來

表示具有 m條邊和 n個頂點的圖 G的獨立集合問題。 

定義 4-1 ：具有 n 個頂點和 m 個邊的圖 G的獨立集合問

題是找出 G中最大尺寸的獨立集合。 

v 3 , v 2 , v 1 }和兩邊{( v 1 , v 2 ), ( v 1 , v 3 )}組成的圖 G 1 。 G 
1中的獨立集合是{}（空集合）、{ v 1 }、{ v 2 }、{ v 3 }和{ v 

3 , v 2 }。 G 1的最大獨立集合是{ v 3 , v 2 }。從[7, 9]我們知道

找到最大尺寸的獨立集合是一個 NP完全問題。因此，我們

可以將其表述為「計算搜尋」問題。 

B. 生物分子操作的介紹與實施 

DNA（去氧核糖核酸）編碼細胞有機體的遺傳訊息。它

由作為 DNA 鏈的聚合物鏈組成。合成 DNA 鍊是透過使用

自動化流程來訂購的。每條鏈可以由連接至糖-磷酸「主鏈」

的核苷酸或鹼基序列組成。四種 DNA 核苷酸是腺嘌呤、鳥

嘌呤、胞嘧啶和胸腺嘧啶，通常分別縮寫為 A 、 G 、 C和

T。根據化學慣例，每條鏈都有一個 5' 末端和一個 3' 末端。

因為單鏈的一端有一個遊離的（即未連接到另一個核苷酸

上）5'磷酸基團，另一端有一個遊離的 3'脫氧核糖羥基，因

此，任何單鏈都具有天然的方向，如[45]中所述。 

當兩條單獨的單股結合時，這種結合形成經典的 DNA 雙

螺旋。透過鹼基的成對吸引力發生鍵結： A與 T鍵合， G

與 C鍵結。因此， ( A , T ) 和 ( G , C ) 稱為互補鹼基對 [45]。

同樣在[45]中，我們發現將溶液加熱到由鏈組成決定的溫度

可能會使雙股 DNA 變性為單股。加熱會破壞互補鏈之間的

氫鍵（[45]中的（圖 4-1））。由於 G - C對由三個氫鍵連

接，因此斷裂它所需的溫度略高於僅由兩個氫鍵連接的 A - 

T對[45]。這是設計表示計算元素的序列時最重要的因素。 

退火是熔化的逆過程，即冷卻單鏈溶液，並允許互補鏈

結合在一起（[45]中的（圖 4-1））。在雙股 DNA 中，如果

其中一條單股包含不連續性（即，一個核苷酸未與其相鄰

核苷酸結合），則可以透過 DNA 連接酶進行修復 [45]。這

使我們能夠將多個鏈透過各自的互補鏈結合在一起創建一

個統一的鏈。 

我們將使用[2, 45-46]中引用的以下生物分子操作來為任

何具有 m 個邊和 n 個頂點的圖構建獨立集問題的分子解決

方案。下面描述了[45]的定義 4-2 至定義 4-9 中指定的八種

生物操作的實施。每個實作僅說明完成一種生物操作的計

算行為的一種可能方式。在實驗室技術中，未來的改進很

可能會產生更有效和抗錯誤的生物操作實施，但這並不紅。 

 

 

圖 4-1 。 DNA 變性和退火。 

提高模型的理論能力。我們只是提供實施的描述，以證明

在體外執行生物操作原則上的可行性（也就是說，使用現

有的實驗室技術，每個生物操作都是完全可行的）。從生物

學角度來看，代表比特的所有序列都必須經過檢查，以確

保它們編碼的 DNA 鏈不會彼此形成不需要的二級結構（即，

鏈始終保持分離，只有在需要時才結合在一起） 。我們已

經詳細解決了基於 DNA 的計算的鏈設計問題，並且我們使

用[ 45 ]中描述的方法來最大限度地減少不必要的結合的可

能性。 

 

定義 4-2 ：給定集合 X = { x n x n −1  x 2 x 1  xd {0, 1} 

為 1 d  n } 和一個位 x j ，生物分子操作「Append-Head」

將 x j 附加到集合 X 中每個元素的頭部。形式化表示為 Append-

Head( X , x j ) = { x j xn x n −1  x 2 x 1  xd {0, 1} 為 1 d  

n和 x j {0, 1}}。 

定義 4-3 ：給定集合 X = { x n x n −1  x 2 x 1  xd {0, 1} 

為 1 d  n } 和一個位元 x j ，生物分子操作“Append-Tail”，

將 x j 附加到集合X中每個元素的末尾。正式表示形式為 Append-

Tail( X , x j ) = { x n x n −1  x 2 x 1 x j  xd {0, 1} 為 1 d  n

和 x j {0, 1}}。 

兩條鏈（圖 4-2 中標示為 S和 T ）可依下列方式連接：

建立一條接頭鏈，其中包含 S 的補體序列，後接 T 的補體

序列。此連接鏈透過磁珠固定在表面上（圖 4-2(a)）。然後，

將鏈 S 添加到溶液中，並在適當的位置與連接鏈退火（圖

4-2（b））。然後，將 T鏈加入溶液中，並在緊鄰 S鏈的位

置與連接鏈退火（圖 4-2(c)）。然後，我們將連接酶添加到

溶液中，以密封 S 和 T之間的「切口」 ，形成一條單鏈，

可以透過加熱溶液以破壞其與連接鏈的鍵來釋放該單鏈

（圖 4-2 (d)） 。上面提到的 concatenate () 操作的實作可以

很容易地用於將特定序列 s 附加到管 X 中每條鏈的頭部。

在這種情況下，序列 s 對應圖 4-2中的 S股，以及圖 4-2中

的 T股 對應於管 X中每條鏈的起始序列。另外，只是開始 

每條鏈的序列與連接鏈退火。顯然，在一條鏈上完成定義

4-2中定義的一系列 append - head ()操作後，其序列將由多

個代表比特串的序列組成。可以應用類似的實作來完成定

義 4-3 中定義的 append - tail () 操作。 
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圖 4-2。連接過程：(a) 連接鏈固定到表面。 (b) S 退火至連

接鏈。 ( c ) T 退火至與 S 相鄰的連接鏈。 

 

定義 4-4 ：給定集合 X = { x n x n −1  x 2 x 1  xd {0, 1} 

為 1 d  n }，生物分子操作「Discard( X )」將 X重設為空

集，可以表示為「 X = 」。 

定義 4-4 中定義的丟棄( X )操作丟棄管 X 的內容物，並
使用新的空管取代管 X。由於管的數量通常為一個，因此

這是恆定時間操作。 

定義 4-5 ：給定集合 X = { x n x n −1  x 2 x 1  xd {0, 1} 

為 1 d  n }，生物分子操作「Amplify( X , { X i })」建立集合 X

的多個相同副本 X i ，然後藉助「Discard( X )」丟棄 X。 

定義 4-5中定義的 Amplify ( X , { X i }) 操作是透過應用

聚合酶鍊式反應 ( PCR ) 來實現的，其初始輸入是管 X 。此

反應用於大量擴增（可能是少量）以特定引子開頭和結尾

的 DNA 序列。因為使用這些序列界定了 X管中的每條鏈，

所以它們都會在反應中被複製。然後，將 PCR結果均分到

指定的管中（因此，無論管的數量如何，可以調整 PCR循

環的數量以確保每管的 DNA體積恆定）。 

定義 4-6 ：給定集合 X = { x n x n −1  x 2 x 1  xd {0, 1} 

為 1 d  n } 和位 x j ，生物分子提取操作有兩種表示法。

第一個表示法是 +( X , x j 1 ) = { x n x n −1  x j 1  x 2 x 1  xd 

{0, 1} 為 1 d  j  n } 且−( X , x j 1 ) = { x n x n −1  x j 0  x 

2 x 1  xd {0, 1} 為 1 d  j  n } 如果 x j的值等於 1。第二

種表示法是 +( X , x j 0 ) = { x n x n −1  x j 0  x 2 x 1  xd {0, 

1} 為 1 d  j  n }且−( X , x j 0 ) = { x n x n −1  x j 1  x 2 x 1 

 xd {0, 1} 為 1 d  j  n } 如果 x j的值等於 0。 

為了實現定義 4-6 中定義的提取操作，使用親和純化從

由短鏈 s組成的管 X中提取任何鏈，該短鏈 s 編碼位值 x j 。

該過程使用與搜尋的目標序列互補的探針序列。探針可以

附著在表面上，並透過對由目標序列組成的任何鏈進行退

火來捕獲鏈。然後，在其餘群體中，透過將捕獲的鏈放入單

獨的溶液中來分離它們，然後加熱溶液以破壞探針和目標

序列之間的鍵。因此，使用的探針是 s的互補序列。保留的

鏈被放置在一個新管中， U = +( X , s )，其餘的被放置在另

一個新管中， V = −( X , s )。 

定義 4-7 ：給定 m組 X 1  X m ，生物分子合併操作為

( X 1 , , X m ) = X 1    X 米。 

定義 4-7 中定義的合併操作是透過將管（組） { X i }的內

容倒入指定管中來實現的。管數通常較少，因此是恆定時
間操作。 

定義 4-8 ：給定集合 X = { x n x n −1  x 2 x 1  xd {0, 1} 

為 1 d  n }，生物分子操作 如果 X不是空管， “Detect( X )”

回傳 true 。否則，它會傳回 false 。 

定義 4-8 中定義的檢測操作是透過使管 X 運行凝膠電泳

過程來實現的，該過程通常用於按長度對 DNA 鏈進行分

類。 X中存在的任何 DNA都會在凝膠中表現為可見條帶；

如果存在適當長度的 DNA 鏈，則該操作傳回 true 。如果沒

有與正確長度的 DNA 對應的可見條帶，則該操作傳回

false 。長度標準確保目前的 DNA 片段不會導致假陽性結

果。如果後續處理步驟需要條帶中對應於 X含量的 DNA ，

則切割條帶可能會將其從凝膠中切除。然後將帶子浸泡以

除去線股以供進一步使用。 

定義 4-9 ：給定集合 X = { x n x n −1  x 2 x 1  xd {0, 1} 

為 1 d  n }，生物分子操作 「Read( X )」描述 X中的任何

元素。即使 X 包含許多不同的元素，該操作也可以給出其

中一個元素的明確描述。 

定義 4-9 中定義的讀取操作是透過使用凝膠電泳對管 X

中的 DNA鏈按大小進行排序來實現的。電泳是帶電分子在

電場中的運動。由於 DNA 分子帶有負電荷，因此當置於電

場中時，它們往往會向正極遷移。分子在水溶液中的遷移

速率取決於其形狀和電荷。由於 DNA 分子每單位長度具有

相同的電荷，因此它們在水溶液中都以相同的速度遷移。

然而，如果一條 DNA鏈在凝膠（通常由瓊脂糖、聚丙烯酰

胺或兩者的組合製成）中完成電泳，那麼它的大小也會影

響分子的遷移速率。因此，凝膠是分子必須穿過的緻密孔

隙網絡。因此，較小的分子在凝膠中遷移得更快，從而根據

大小對它們進行分類。鹼基長度適中的 DNA 鏈 對進行測

量。 

C. 解決獨立集問題的分子演算法 

從定義 4-1 可知，對於任何具有 n 個頂點和 m 條邊的圖
G ，所有可能的獨立集合是 G中包含合法和非法獨立集的

2n個可能
選擇
。每個可能的選擇對應於 G中的頂點子集。因

此，假設 Y是 2 n 個可能選擇的集合，且 Y等於 { y n y n −1  

y 2 y 1  年 {0, 1} 為 1 d  n }。這樣， Y中每個元素的

長度為 n位，每個元素代表 2 n 個可能的選擇
之一。為了方便表述，

我們假設 y d 
0 表示

y d的值為 0， y d 
1 表示

y d的值為 1。如果一

個元素 y n y n −1  y 2 Y中的 y 1是合法的獨立集合且 y d 的值為

1 d  n為 1，則 y d 
1表示第 d個頂點在合法獨立集中。如

果一個元素 y n y n −1  y 2 Y中的 y 1是合法的獨立集合且 y 

d 的值為1 d  n為零，則 y d 
0表示第 d個頂點沒有出現在合法

獨立集中。 

我們提出以下分子演算法來解決任何具有 n 個頂點和 m 

個邊的圖 G的獨立集問題。第一個參數是 n個空管（一組） 

Y 0視為輸入管（組） ；第二個參數 n表示頂點數，第三個

參數 m表示邊數。程式解獨立集問題（ Y 0 , n, m ）中的每

個管都是空管，被視為輔助記憶體。 

程式 求解獨立集合問題( Y 0 , n, m ) 

(0a) 追加尾部( X 1 , y n 
1 )。 
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(0b) 追加尾部( X 2 , y n 
0 )。 

(0c) Y 0 = ( X 1 , X 2 )。 

(1)對於 d = n −1減至 1 

(1a)放大( Y 0 , X 1 , X 2 )。 

(1b) 追加尾部( X 1 , y d 
1 )。 

(1c)追加尾部( X 2 , y d 
0 )。 

(1d) Y 0 = ( X 1 , X 2 )。 

結束於 

(2)對於每條邊， ek = ( vi , v j ) ，在 G中，其中 1 k m和

位元 y i和 y j分別表示頂點 vi 和v j 。 

(2a) P 1 = +( Y 0 , y i 1 ) 且 P 3 = −( Y 0 , y i 1 )。 

(2b) P 2 = +( P 1 , y j 1 ) 且 P 4 = −( P 1 , y j 1 )。 

(2c) Y 0 = ( P 3 , P 4 )。 

(2d) 丟棄( P 2 )。 

結束於 

(3)對於 我 = 0到 n -1 

(4)對於 j =我 降至 0 

(4a) Y j + 1 
ON = +( Y j , y i +1 

1 ) 且 Y j = −( Y j , y i +1 
1 )。 

(4b) Y j + 1 = ( Y j + 1 , Y j + 1 
ON )。 

結束於 

結束於 

(5)對於 c = n 降至 1 

(5a)如果（檢測（ Y c ））則 

(5b)讀取( Yc )並終止演算法。 

        結束如果 

結束 

結束程式 

  

引理 4-1 ：具有 m 個邊和 n 個頂點的圖 G的獨立集合問

題可以透過分子演算法求解獨立集問題( Y 0 , n, m )。 

證明： 

每次執行步驟(0a)和步驟(0b)時，分別為 y n 作為集合X 1中每

個元素的第一位，值為“ 0 ” y n作為集合 X 2 中每個元素的第一位。這

表示 X 1 = { y n 
1 }且 X 2 = { y n 

0 }。接下來，每次執行步驟 

(0c) 都會為兩個集合 X 1和 X 2建立集合並集，使得 Y 0 = X 

1  X 2 = { y n 
1 , y n 

0 }，且 X 1 =且 X 2 = 。 

集合 Y 0 的兩個相同副本 X 1和 X 2 ，並且 Y 0 = 。每次執

行步驟 (1b) 後都會附加價值“1” 對於 X 1中的每個元素， y 

d 到y n … y d + 1的末尾。類似地，每次執行步驟(1c)也會附加

價值“0” 對於 X 2中的每個元素， y d 到y n … y d + 1的末尾。

接下來，每次執行步驟 (1d) 都會為兩個集合 X 1和 X 2建立

集合並集，使得 Y 0 = X 1  X 2 ，且 X 1 =且 X 2 = 。反覆

執行後 步驟(1a)至(1d)， Y 0 = { y n y n −1  y 2 y 1  年 {0, 

1} 為 1 d  n }。這就是說，管 Y 0 中的 2 
n 個DNA 鏈編碼 2 n個

可能的選擇（獨立集）。 

G中第 k 個邊的形式評估每個公式(yi Λ yj)，其中 1 k  

米。每次執行步驟(2a)時，管 P 1由那些具有 y i = 1的 DNA

鏈組成，管 P 3包含那些具有 y i = 0的 DNA鏈，管 Y 0變成

空管。接下來，在每次執行步驟（2b）時，管 P 2包含那些

具有 y i = 1 和 y j = 1 的 DNA 鏈，管 P 4包含那些具有 y i = 

1 和 y j = 0 的 DNA 鏈，且管 P 1變成空管。這顯示 P 2
管中的分

子解在第
k條邊上包含兩個頂點，是非法獨立集； P 4管中的分

子解在第 k 條邊上只包含一個頂點，是合法的獨立集合； 

P 3管中的分子解在第 k條邊上有一個頂點或沒有頂點，是

合法的獨立集合。然後，在每次執行步驟(2c)時，管 Y 0包

含編碼合法獨立集的那些 DNA鏈，管 P 3是空管，管 P 4也

是空管。接下來，在每次執行步驟(2d)時，由管 P 2中的 DNA

鏈編碼的非法獨立組被丟棄。重複執行步驟（2a）至（2d）

後，管 Y 0 由那些滿足1 的G中第 k條邊的真實值的 DNA 鏈組

成∧
k=1

m
(yi ∧ yj

̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ) k  米。 

接下來，步驟(3)和(4)依序為唯一嵌套循環的外循環和內

循環，第一個循環索引變數 i 的範圍為 0 到 n −1 ，而第二
個循環索引變數 j的範圍是從 i到 0 。 （組） Y j + 1和 Y j中的

個數。每次執行步驟(4a)時，提取操作從管（組） Y j形成

兩個不同的管（組） Y j + 1 
ON和 Y j 。這就是說，tube (set) Y 

j + 1 
ON具有 y i + 1 = 1， tube (set) Y j具有 y i + 1 = 0 。套循環， 

y i + 1對 1 數量的影響是在管（組） Y j + 1 
ON 中記錄單一 1 ，並且在

管（組） Y j 中記錄零個 1 。接下來，在兩級嵌套循環中的迭代（ i ， 

j ）處每次執行步驟（4b）時，應用合併操作將 tube（set） 

Y j + 1 
ON的內容倒入 tube（set）中 Y j + 1 。這表明，在二級嵌

套循環中的迭代( i , j )時， y i + 1對個數的影響是在管(集合) 

Y j + 1 中記錄單個個。接下來，從迭代 ( i , j −1）透過迭代（ n −1, 

0) 在兩級嵌套循環中，應用類似的處理來計算 y i + 1至 y n

對 1 個數的影響。因此，每次操作完成後， Y 管中的那些

DNA鏈為0 我  n有 i個包含 i 個頂點。接下來，步驟(5)

是一個循環，讀取最大獨立集合的分子解。每次執行步驟

(5a)時，如果管 Y c中有 DNA鏈，則傳回「真」。接下來，

在每次執行步驟（5b）時，讀取最大尺寸獨立集的答案並且

演算法終止。因此，推斷具有 m條邊和 n個頂點的圖 G的
獨立集問題可以透過分子演算法 Solve-independent-set-

problem ( Y 0 , n, m )來求解。 

D. 求解獨立集問題的分子演算法的時空複雜度 

以下引理用於描述分子演算法求解獨立集問題( Y 0 , n,

米）。 

引理 4-2 .具有 n 個頂點和 m 個邊的任何圖 G 的獨立集

問題可以透過 O( n 2 + m ) = O( n 2 ) 生物操作、O(2 n ) DNA 

鏈、O( n ) 管和最長的解決方案來解決 DNA 鏈，O( n )。 

證明： 

在 分子演算法，求解獨立集合問題( Y 0 , n, m )，步驟 (0a)、

(0b) 和 (0c) 需要兩次「Append-Tail」操作和一次「Merge」

操作。接下來，在執行步驟(1a)至步驟(1d)時，進行( n −1)
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「放大」操作、(2 ( n −1))「追加尾部」操作和( n −1)「合

併」操作。接下來，因為 m的值（邊數）最多為 (( n ( n 

−1)) / 2)，執行步驟(2a)到步驟(2d)時，最多( n ( n −1)) 「提

取」操作，(( n ( n −1)) / 2) “合併”操作和 (( n ( n −1)) / 2) 

需要「丟棄」操作。接下來，在執行步驟(4a)至步驟(4b)時，

需要(( n ( n + 1)) / 2) “提取”操作和 (( n ( n + 1)) / 2) “合

併”操作。最後，在執行步驟(5a)至步驟(5b)時，最多需要( n )

次「偵測」操作和一次「讀取」操作。 

引理 4-1 的證明，我們建構了編碼 2 n 個可能的獨立集合的
2 n 個 DNA 

鏈
，（2 使用 n +7)個管。由於每個可能的獨立集合的長度

為 n位，且每個位都可以由長度恆定的短 DNA鏈編碼，因

此最長的 DNA鏈為 O( n )。因此，從上面的陳述可以立即

推斷出任何具有 n 個頂點和 m 個邊的圖 G 的獨立集問題可
以透過 O( n 2 + m ) = O( n 2 ) 生物操作來解決， O(2 n ) DNA 

鏈，O( n ) 管和最長的 DNA 鏈，O( n )。 

E. 簡單的布林電路 用於從生物分子解決方案中確定獨立
集 

分子演算法求解獨立集問題( Y 0 , n, m ) 中步驟 (0a) 到 (1d) 

的每個生物操作完成後，管 Y 0 中的 2 
n 個DNA 鏈編碼 2 n 個可

能的選擇。接下來，在從步驟（2a）到步驟（2d）的每個生

物操作之後，以相同的迭代 k為 1 k  m完成後，管 P 2中

的生物分子解在第 k條邊上包含兩個頂點，為非法獨立集；

管 Y 0中的生物分子解在第 k條邊上包含 1 個頂點或 0 個頂

點，為合法獨立集。因此，表 4.1 中出現的用於實現 NAND

運算的真值表可以表示在同一迭代 k為 1時從步驟 (2a) 到

步驟 (2d) 產生的簡單布林電路 k  米。 

 

輸入 輸出 

是我 yj 
yi ∧ yj= l k 

0 0 1 

0 1 1 

1 0 1 

1 1 0 

表 4-1： NAND運算的真值表。 

 

位 y i和 y j是其兩個輸入，位 l k為 1 k  m是其輸出。

如果 l k 位的值為 1 k  m 等於 1，則對應的頂點子集在第 k 條邊

(vi,vj )中只包含 1個頂點或 0個頂點，是合法的獨立集合。否

則，對應的頂點子集包含第 k條邊 ( vi , v j )中的兩個頂點，並且是

非法獨立集合。因此，從迭代一到迭代 m重複執行步驟(2a)

至(2d)後，管 Y 0中的生物分子解在每條邊上包含一個頂點

或零個頂點，並且不包含任何一條邊的兩個頂點。這就是

說，管 Y 0 中的生物分子解對那些頂點子集進行編碼，其中對於所有

頂點 v i和 v j ，邊 ( vi , v j )不在 E中，E是圖中的邊集格。

這也意味著管 Y 0中的生物分子解滿足兩個輸入 y i和 y j 的每

個與非運算都具有真值的事實。因此，在所有 m 次迭代中從

步驟 (2a) 到步驟 (2d) 產生的簡單布林電路就是實作布林公

式 ( ∧
k=1

m
(yi  ∧  yj
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅

)) 並找出哪些頂點子集滿足∧
k=1

m
(yi  ∧  yj
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅

具有真值的布林公式 ( ))。 

圖 4-3 顯示了針對具有 n 個頂點和 m 個邊的圖 G的獨立

集問題識別獨立集的流程圖。在圖 4-3 中，在語句 S 1 中，第

一個迴圈的索引變數 k設定為一 (1)。接下來，在語句 S 2 中，

執行第一個迴圈的條件判斷。如果 k 的值小於或等於 m 的
值，則下一執行的指令是語句 S 3 。否則，在語句 S 6 中，執

行 End指令，結束獨立集辨識任務。 

 
具有 n 個頂點和 m 個邊的圖 G 的獨立集合問題的獨立集

合。 

 

在語句 S 3 中，一個與非門“ l k  yi ⋀ yj
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅

” 已實施。位(布林

變數) y i和 y j分別編碼由 n個頂點和 m條邊的圖 G中的第

k條邊連接的頂點 v i和頂點 v j 。位元（布林變數） l k為 1 

k  m儲存執行 ( )的結果（yi ⋀ yj
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ 第 k 個與非閘）。接下來，

在語句 S 4 中，邏輯與運算「 o k lk  ok 1 ” 被執行，−即( ) 中的

⋀ (yi ⋀ yj
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ )

m

k=1
第 k 個子句。位元（布林變數） l k 儲存第k個與非

閘的執行結果，是邏輯與運算的第一個運算元。位元（布

林變數） o k −1與 1 k  m是邏輯與運算的第二個運算元，

儲存前一個邏輯與運算的結果。位元（布林變數）可以為1 

k  m儲存執行 l k的結果  o k −1 （第 k個子句，即第 k個與
門）。接下來，在語句 S 5 中，第一次迴圈的索引變數k的值遞增。重複

執行語句 S 2至 S 5 ，直至語句 S 2 的條件判斷結果為假值。從

圖 4-3 可以看出，與非門的總數為 m 。邏輯與運算總數為

m 與門。因此，識別獨立集合的成本對應於 m 與非門和 m 

與門。 

資料依賴性由兩個存取或修改相同資源的語句所引起。

資料依賴分析是為了確定重新排序或並行化語句是否安全。

如果兩個語句中的第一個先修改相同的資源，然後兩個語

句中的第二個讀取相同的資源，則第一個語句和第二個語

句之間存在真正的依賴關係。如果兩個語句中的第一個先

讀取相同的資源，然後兩個語句中的第二個修改相同的資

源，則第一個語句和第二個語句之間存在反依賴。如果兩

個語句中的第一個先修改相同的資源，然後兩個語句中的

第二個修改相同的資源，則第一個語句和第二個語句之間

存在輸出依賴。我們使用資料依賴性分析來表明，圖 4-3 中
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用於識別具有 n 個頂點和 m 個邊的圖 G的獨立集問題的獨

立集的簡單布林電路是該問題已知的最佳布林電路。 

引理 4-3 .對於任意具有 n 個頂點和 m 個邊的圖 G 的獨

立集合問題，在圖 4-3 中，具有 m的布林電路 與非門和 m 

在分子演算法中，從步驟 (2a) 到步驟 (2d) 在所有 m次迭代

中產生的 AND門，解決獨立集問題( Y 0 , n, m ) 是已知用於

識別獨立集的最佳布爾電路（ s) 2 n 個可能的選擇。 

證明： 

在圖 4-3 中，語句 S 3 中，有一個與非門「 l k  yi ⋀ yj
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ 」

被執行，並且執行()的結果yi ⋀ yj
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ 被寫入布林變數 l k 。接下

來，在語句 S 4 中，邏輯與運算「 o k lk  執行“ o k −1 ”，需

要讀取布林變數 l k （第一個操作數）的值。因此，語句 S 3

和語句 S 4 之間存在著真正的依賴關係。真正的依賴 語句 S 3

和語句 S 4 之間不能被破壞。因此，圖 4-3 中的每條語句都必

須以順序模式執行。因此，從上面的陳述可以立即推斷出，

在圖 4-3 中， m的簡單布林電路 與非門和 m 在分子演算法

中，從步驟 (2a) 到步驟 (2d) 在所有 m次迭代中產生的 AND

門，解決獨立集問題( Y 0 , n, m ) 是已知用於識別獨立集的

最佳布爾電路（ s) 2 n 個可能的選擇。 

F. 簡單的布林電路 用於根據生物分子解計算獨立集中的
頂點數 

在分子演算法中步驟（2a）到（2d）的每個生物操作完成

後，解決獨立集問題（ Y 0 , n, m ）完成，管 Y 0中的 DNA 

鏈編碼每個解決方案（獨立集)的 o m值等於一 (1)。為了計

算頂點數，我們需要輔助布林變數 w i +1, j和 w i +1, j +1 with 0 

我  n −1 和 0 j  我。輔助布林變數 w i +1、 j和 w i +1、 j +1與

0 我  n −1 和 0 j  i設定為初始值 0（零）。布林變數 w 

i +1, j +1與 0 我  n −1 和 0 j  在計算出對第 ( i + 1) 個頂點

進行編碼的布林變數 y i + 1 對 1 s（頂點）數量的影響後， i存

儲解中的頂點數。如果布林變數 w i +1, j +1 的值為 0 我  n −1 

和 0 j  i等於 1（一），則這表示解中有 ( j + 1) 個（頂

點）。布林變數 w i +1, j為 0 我  n −1 和 0 j  i在計算出

布林變數的影響後，儲存解中的頂點數 y i + 1 對第( i + 1) 個

頂點進行編碼 s （頂點）的數量。如果布林變數 w i +1的值， 

j 對於 0 我  n −1 和 0 j  i等於 1（一），那麼這表示解

中有 j個（頂點）。 

在一個解中（ n個獨立集） 當位 o m的值等於 1 時，位 y 

1對第一個頂點 v 1 進行編碼。如果位 y 1的值等於一 (1)，則第一

個頂點 v 1出現在解中，並且它增加解的頂點數量（1 的數

量）。否則，第一個頂點 v 1不會出現在解中，而且它保留

解的頂點數（個數）。在分子演算法中，求解獨立集問題( Y 

0 , n, m )，在迭代中 ( i = 0, j = 0) 執行步驟 (4a) 時，使用提

取操作形成兩個不同的管， Y 1 
ON和 Y 0在管（組） Y 0 之外。

因此，管 Y 1 
ON中的 DNA鏈編碼具有 y 1 = 1並且包含頂點

v 1 的溶液，管 Y 0中的 DNA鏈具有 y 1 = 0且不包含頂點 v 1 。

也就是說， y 1 的影響（頂點 v 1的影響）對 1 的數量（頂點的數

量）在管 Y 1 
ON 中記錄為單一 1，並且在管

Y 0中記錄零個 1 。接下來，

在同一迭代中執行步驟(4b)時( i ＝0， j ＝0)，透過將管 Y 1 

ON的內容物倒入管 Y 1 中來應用合併操作。這顯示在迭代（ i = 

0， j = 0）中， y 1對 1的數量的影響在管（組） Y 1 中被記錄為

單一 1 。因此，對於第一個頂點 v 1的影響，增加每個解的頂

點數就是滿足公式 ( o m  y 1 ) 並保留頂點數即滿足公式 ( o 

m  y1）。 

1 ≤ i ≤ n – 1 的第 ( i + 1) 個頂點的影響是決定每個解中

的頂點數（個數）是增加還是保留。為了增加每個解中的頂

點數量（個數），必須滿足兩個條件。第一個條件是第 ( i 

+ 1) 個頂點在解內，第二個條件是每個解目前有 j 個頂點。

為了保留每個解中的頂點數量（個數），必須滿足兩個條

件。第一個條件是第 ( i + 1) 個頂點不在解內，第二個條件

是每個解目前也有 j 個頂點。接下來，在迭代( i ， j )中每

次執行步驟(4a)時，使用提取操作來形成兩個不同的管(組)， 

Y j + 1 
ON和從管(組) Y j 出來的Y j 。因此，管 Y j + 1 

ON中的 DNA 

鏈編碼具有 y i + 1 = 1 且包含頂點 vi + 1 的每個解。另一方面，管

Y j中的 DNA 鏈編碼具有 y i + 1 = 0 且不包含頂點 v i + 1 的每個

解。這顯示在迭代 ( i , j ) 中， y i + 1對個數（頂點數）的影響

在管 Y j + 1 
ON中記錄為

( j + 1) 個，也記錄為 j管 Y j 中的那些。接下

來，在迭代( i ， j )中每次執行步驟(4b)時，透過將管(組) Y 

j +1 
ON的內容倒入管(組) Y j +1 中來應用合併操作。這顯示在迭代 

( i , j ) 中， y i + 1對 1 的數量（頂點數）的影響被記錄為管

Y j + 1 中有( j + 1) 個 1 。因此，對於每個解中 1 ≤ i ≤ n – 1 的第 

( i + 1) 個頂點的影響，增加每個解中的頂點數（個數）的

兩個條件是滿足布林公式( y i + 1  w i , j )。保留每個解中的

頂點數的兩個條件是滿足布林公式（(yi+1)  w i , j )。 

圖 4-4 給出了統計每個解的頂點數的邏輯流程圖。在圖

4-4中，語句 S 1 中，邏輯與運算「 w 1,1  奧姆  y 1 ” 的實

作對應於一個 AND 門。布林變數 w 1, 1 儲存實現一個與閘的結果

( o m  y 1 )。若 w 1, 1的值等於 1（一），則頂點數增加，使

得具有第一頂點 v 1 的每個解中的頂點數為一。接下來，在語句 S 2 中，

邏輯與運算「 w 1,0  奧姆  y1” 的實現對應於一個與門。

布林變數 w 1, 0 儲存實現一個與閘的結果( o m  y1）。若 w 1, 0的值

等於 1（一），則保留頂點數，使得沒有第一個頂點 v 1 的每

個解中的頂點數為零。 
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圖 4-4：計算每個解（獨立集）中頂點數量的流程圖。 

接下來，在語句 S 3 中，將第一個迴圈的索引變數 i 設為

1。然後，在語句 S 4 中，執行第一個迴圈的條件判斷。如果

i的值小於或等於 ( n −1)，則下一條執行的指令是語句 S 5 。

否則，在語句 S 11 中，執行 End指令，結束統計各解的頂點

數的任務。在語句 S 5 中，第二個迴圈的索引變數 j 被設定為

第一個迴圈中的索引變數 i 的值。接下來，在語句 S 6 中，執

行第二次迴圈的條件判斷。如果 j的值大於或等於 0，則下

一執行的指令是語句 S 7 。否則，下一條執行的指令是語句

S 10 。 

在語句 S 7 中，邏輯與運算「 w i+ 1 , j +1  我+1  w i, j ” 的實

現對應於一個與閘。布林變數 y i +1 對第( i + 1) 個頂點進行

編碼，並且是邏輯與運算的第一個運算元。布林變數 w i, j

是邏輯與運算的第二個運算元。布林變數 w i, j 確定布林變數

的影響後，儲存解中的頂點數 是我 對 1 s（頂點）的數量上

的第 i個頂點進行編碼。若 w i , j的值等於 1（一），則表示

解中有 j個（頂點）。布林變數 w i+ 1 , j +1 儲存執行邏輯與運

算「 w i+ 1 , j +1 」的結果  我+1  w i，j 」。也就是說 w i +1, j 

+1 在決定了布林變數的影響後儲存了解中的頂點數 y i + 1 對第( i 

+ 1) 個頂點進行編碼 s （頂點）的數量。如果 w i +1, j +1的值

等於 1（一），則這表示解中有 ( j + 1)個（頂點）。 

接下來，在語句 S 8 中，邏輯與運算「 w i+ 1 , j  yi+1
̅̅ ̅̅ ̅

  w i, 

j ” 的實現對應於一個與閘。布林變數 y i +1 對第( i + 1) 個頂

點進行編碼，其否定yi+1
̅̅ ̅̅ ̅是邏輯與運算的第一個運算元。布

林變數 w i, j是邏輯與運算的第二個運算元。它在確定布林

變數的影響後儲存解中的頂點數 是我 對 1 s（頂點）的數量

上的第 i個頂點進行編碼。若 w i , j的值等於 1（一），則表

示解中有 j個（頂點）。布林變數 w i+ 1 , j 儲存執行邏輯與

運算「 w i+ 1 , j」的結果  yi+1
̅̅ ̅̅ ̅

  w i，j 」。這顯示在確定了布

林變數的影響後， w i +1， j儲存了一個解中的頂點數 y i + 1 對

第( i + 1) 個頂點進行編碼 s （頂點）的數量。 w i +1, j的值等

於 1（一）表示解中有 j個（頂點）。 

接下來，在語句 S 9 中，第二次迴圈中索引變數 j的值被遞

減。重複執行語句 S 6到語句 S 9 ，直到語句 S 6 的條件判斷得

到假值。接下來，在語句 S 10 中，第一個迴圈中的索引變數 i 的值遞增。

重複執行語句 S 4到 S 10 ，直到 S 4 中的條件判斷達到假值。當

發生這種情況時，下一個執行的語句是 S 11 。 S 11 、執行

End指令，結束統計各解的頂點數的任務。圖 4-4 中每個操

作的成本為 ( n ( n +1)) AND閘和 ( 
n×(n+1)

2
) NOT閘。因此，

計算每個解決方案的頂點數的成本是實現 ( n ( n +1)) AND

閘和 ( 
n×(n+1)

2
) NOT閘。我們使用資料依賴性分析來表明，

圖 4-4 中用於計算每個解中頂點數量的簡單布林電路是已

知的解決該問題的最佳布林電路。 

引理 4-4 .在圖 4-4 中，布林電路 ( n 在分子演算法的每

次迭代中，從步驟 (4a) 到 (4b) 產生的( n +1)) AND 閘和 

( 
n×(n+1)

2
) NOT門，求解獨立集問題( Y 0 , n, m ) 是最好的布

林電路以計算每個解中的頂點數而聞名。 

證明： 

如圖 4-4所示，在語句 S 7 中，有一個與閘「 w i+ 1 , j +1  

我+1  w i, j ” 被執行，執行結果 ( y i +1  w i, j )寫入布林變數

w i+ 1 , j +1為 1 我 ( n −1）和我  j 0. 在語句 S 中的迭代 ( i 

= 1, j = 1)中 7 布林變數 w 2 , 2的值被修改，隨後，在語句 S 

7 的迭代（ i = 2, j = 2）中，讀取 w 2 , 2的值。在以後的迭代中，

也有類似的在語句 S 7 中修改和讀取相同資源的情況。因此，語句 S 7存在

真正的依賴性。接下來，在語句 S 8 中，邏輯與運算「 w i+ 1 , 

j  yi+1
̅̅ ̅̅ ̅

  w i, j 」被執行，執行結果(yi+1
̅̅ ̅̅ ̅

  w i, j ) 被寫入布林

變數 w i+ 1 , j與 1 我 ( n −1）和我  j 0. 在語句 S 8 的迭代

( i = 1 , j = 1)中，布林變數 w 2 , 1的值被修改，隨後，在語

句 S 8 的迭代 ( i = 2, j = 1)中，修改布林變數 w 2 , 1的值 w 

2 , 1被讀取。在以後的迭代中也有類似的修改和讀取語句 S 

8 中相同資源的情況。因此，語句 S 8存在著真正的依賴關係。真正

的依賴 在這兩個語句中 S 7和 S 8都不能被破壞。 

下一個， 在語句 S 7 中的迭代 ( i = 1, j = 1) 中，布林變數

w 2 , 2的值被修改，隨後，在語句 S 8 中的迭代 ( i = 2, j = 2) 中，

修改 w 2的值, 2被讀取。在後面的迭代中，語句 S 7和 S 8之

間也存在類似的修改和讀取相同資源的情況。因此， S 7和

S 8之間存在真正的依賴性。接下來，在語句 S 8 中的迭代( i 

= 1, j = 1 )中，布林變數 w 2 , 1的值被修改，隨後，在語句 S 

7 中的迭代 ( i = 2, j = 1)中，布林變數 w 2 , 1的值被修改 w 2 , 1被

讀取。在後面的迭代中，語句 S 8和 S 7之間也存在類似的

修改和讀取相同資源的情況。因此， S 8和 S 7之間存在真



Weng-Long Chang等人：IBM 上獨立集問題的生物分子解決方案的量子加速和數學解決方案... 9 

 

 

正的依賴性。接下來，在語句 S 8 中的迭代 ( i = 1, j = 1) 中寫

入布林變數 w 2 , 1的值，接著在語句 S 7 中的迭代 ( i = 1, j = 0) 中

寫入 w 2的值，讀取 1 。在後面的迭代中，在語句S 8和 S 7之間修改相同資

源也存在類似的情況。因此，語句 S 8和 S 7 之間存在輸出依

賴性。這顯示語句 S 7和 S 8 之間同時存在兩個真實相關性和

一個輸出相關性。語句 S 7和語句 S 8 之間的兩個真實依賴關

係和輸出依賴關係無法被打破。因此，圖 4-4 的各語句只能

使用順序模式。從上面的陳述可以立即得出，在圖 4-4 中，

帶有 ( n 在分子演算法的每次迭代中，在步驟 (4a) 到步驟 

(4b) 中產生的( n +1)) AND閘和 ( 
n×(n+1)

2
) NOT門，求解獨

立集問題( Y 0 , n, m ) 是以計算每個解決方案中的頂點數而

聞名的最佳布林電路。 

V. 用於從解決獨立集問題的分子解決方案實現簡單布林

電路的量子演算法 

在本節中，我們介紹量子位元和量子閘。然後，我們使用

它們設計一種新的量子演算法來實現由分子解決方案產生

的簡單布林電路，以解決任何具有 m 個邊和 n 個頂點的圖

上的獨立集問題。 

A. 量子位元和量子閘簡介 

在二維希爾伯特空間中[30-32， 43-44]，一個量子位元有
兩個計算基向量 |0> 和 |1>，對應於經典位值 0 和 1 。量子

暫存器可以由任何 2 n維計算基礎向量、 n 個大小的量子位

元或這些向量的任意疊加組成[30-32， 43-44]。如果量子暫

存器的量子位元的內容已知，則可以透過張量積以以下方

式計算量子暫存器的狀態： |∂⟩= (|qn⟩  |qn-1⟩    |q2⟩ 

 |q1⟩）。如果大小為 n的量子暫存器的狀態是 2 n 維計算基底向

量
的任意疊加，那麼它可以表示為|γ⟩= ( ∑ ba

2n-1

a=0
|a⟩)，其中

每個加權因子 b a  C是所謂的機率幅；因此它們必須滿足 

( ∑ |ba|22n-1

a=0
) = 1。 

酉算符通常被稱為量子閘[30-32， 43-44]。使用量子閘，

我們可以對量子暫存器狀態的時間演化進行建模。因此，

量子閘是一種基本量子計算設備，它在固定週期內對選定

的量子位元完成固定的酉運算。如[30-32]所給出的， [圖 43-

44]，哈達馬門 H是一個量子位元（2 ×2矩陣）的量子閘。

其四個條目分別為 H 1, 1 = 1 / (2 1 / 2 ) 、 H 1 , 2 = 1 / (2 1 / 2 )、 H 2, 

1 = 1 / (2 1 / 2 ) 和 H 2 , 2 = −1 / (2 1 / 2 )。具有一個量子位元的非

閘僅將（目標）位元設為其否定。當且僅當第一個量子位元

（控制量子位元）等於 1 時，具有兩個量子位元的 CNOT 

（受控非）閘才會翻轉第二個量子位元（目標量子位元）。

當且僅當第一和第二量子位元（兩個控制量子位元）均為 1 

時，具有三個量子位元的受控非（CCNOT）閘才會翻轉第

三量子位元（目標量子位元） 。量子閘 H n代表 n 個量子

位元的連接哈達瑪閘，應用於具有|0000⟩n個量子位元的

初始狀態向量，其結果為|λ⟩= (
1

√2n

 ∑ |a⟩
2n-1

a=0
）。 

B. 獨立集問題分子解的計算狀態空間 

基於分子演算法，求解獨立集問題( Y 0 , n, m )，在步驟

(0a)到(1d)中產生 2 n 個可能的選擇(獨立集)，並儲存在集合

(管)中 Y 0等於{ y n y n −1  y 2 y 1  年 {0, 1} 為 1 d  n }。

我們使用以下引理來描述分子解的計算狀態空間，用於求

解具有 n個頂點和 m 個邊的圖 G的獨立集合問題。 

引理 5 -1 ：為了解決具有 m 個邊和 n 個頂點的圖上的獨

立集問題，產生的 2 n 個可能選擇（獨立集）的相應計算狀

態向量的集合 分子演算法求解獨立集問題( Y 0 , n, m )中的

步驟 (0a) 到 (1d)形成 2 n維希爾伯特空間（複向量空間）C2n

的標準正交基底。 

證明： 

具有 2 n
二進制數元組的

唯一計算基向量來表示集合（管） Y 0 中

的每個元素。第一個元素 y n 
0的第一個對應計算基底向量 y n −1 

0 

 y 2 
0 y 1 

0為( [1 0 ⋯ 0]
1×2n

T
)。第二個元素 y n 

0的第二

個計算基底向量 y n −1 
0  y 2 

0 y 1 
1為( [0 1 ⋯ 0]

1×2n

T
)。

依此類推，最後一個元素的最後一個對應的計算基底向量

y n 
1 y n −1 

1  y 2 
1 y 1 

1為( [0 0 ⋯ 1]
1×2n

T
)。因此，集合

（管） Y 0中每個元素（每個可能的獨立集合）對應的計算

基 向 量 的 集 合 為 D = 

{ [1 0 ⋯ 0]
1×2n

T
 , [0 1 ⋯ 0]

1×2n

T
，  , 

[0 0 ⋯ 1]
1×2n

T
}。 D中的每個計算基向量都是協調向量

[ 27 ] ，而這些向量一起跨越 D = C2n
。因此，立即推斷 2 n 

個
可能選擇（獨立集）產生的對應計算狀態向量的集合 分子

演算法求解獨立集問題( Y 0 , n, m )中的步驟 (0a) 到 (1d)形

成 2 n維希爾伯特空間（複向量空間）的C2n
標準正交基底。 

█ 

C. 獨立集問題分子解計算狀態空間的量子電路與數學解 

根據引理 5-1 ，為了解決具有 m 個邊和 n 個頂點的圖的

獨立集合問題，產生 2 n 個可能的分子解
 分子演算法求解獨立集問

題( Y 0 , n, m )中的步驟 (0a) 到 (1d)形成希爾伯特空間（複

向量空間 ）的標準正交基底C2n
。這就是說，每個可能的分

子解對應於希爾伯特空間 ( C2n
) 的正交基底中的一個元素。

為了同時編碼 2 n 個
可能的分子解決方案，我們假設應用 n 

位元量子暫存器 ( ⨂
p=n

1
|yp⟩ ) 來初始化具有Q = 2 

n狀態的系統，這些狀態被標記為P 0 , P 1 , P 2 , , P問 

−1 ，其中每個狀態P k為 0 k 2n 

−1對應於第k種可能的分子溶液。我們也假設具有一個量

子位元 ( ) 的量子暫存器用於標記 2 |1⟩ n 

個狀態中答案的幅度。為了完成這個目的，我們在狀態上使

用一個哈達瑪門 |1⟩ ，新的量子狀態向量是( 
1

√2

( |0⟩  − 

|1⟩））。 

( ) 中的初始狀態 ⨂
p=n

1
|yp⟩ 設定為 

( ⨂
p=n

1
|y

p

0
⟩ )，我們假設 |λ0⟩ = 
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( ⨂p=n

1
|y

p

0
⟩)。我們也假設初始量子態向量為 ( |λ0⟩)。使用n 

個阿達瑪門對初始量子態向量 ( |λ0⟩ ) 

進行操作，系統具有Q = 2 n 狀態標示為P 0 , P 1 , P 2 , , P Q 

−1是 

|λ5-1⟩= ( H n ) |λ0⟩= 
1

√2n

( ⊗
p=n
1 (|y

p
0⟩ + |y

p
1⟩)) = 

1

√2n

( ∑ |y⟩2n-1
y=0

)。                                                                          

(5-1) 

在新的狀態向量 ( |λ5-1⟩) 中，狀態 | y n 
0 y n −1 

0  y 2 
0 y 1 

0 

> 用幅度 ( 
1

√2n

) 編碼第一個元素 y n 
0 y n −1 

0  y 2 
0 y 1 

0不包

含任何頂點的分子解空間。狀態| y n 
0 y n −1 

0  y 2 
0 y 1 

1 > 用

幅度 ( 
1

√2n

) 編碼第二個元素 y n 
0 y n −1 

0  y 2 
0 包含第一個頂

點 v 1 的分子解空間的y 1 
1 。依此類推，有狀態| y n 

1 y n −1 
1  y 2 

1 y 

1 
1 > 振幅 ( 

1

√2n

) 編碼最後一個元素 y n 
1 y n −1 

1  y 2 
1 包含 n 

個頂點的分子解空間 y 1 
1 { v n vn −1  v 2 v 1 }。 

D. 用於實現 2 n 個可能選擇中合法獨立集分子解的量子電
路和數學解 

具有 n 個頂點和m 個邊的圖G的獨立集合問題的實例， 

在圖 4-3中，在分子演算法 Solve-independent-set-problem 

( Y 0 , n, m )的所有 m次迭代中，在步驟 s (2a) 到 (2d)中產生

的簡單布林電路用於辨識並在 2 n 個可能的選擇中標記獨

立集。用於在圖 4-3 中的 2 n 個可能選擇中標記合法獨立集的簡

單布林電路是 

( ⋀
k=1

m
( yi ⋀ yj

̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅
) ), (5-2) 

其中 y i和 y j 位分別表示第 k條邊上的頂點vi和 v j ， ek = ( vi , 

v j )，在 G 中為 1 k 米。布爾公式( ⋀
k=1

m
( )) 由yi ⋀ yj

̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅
m 個

NAND 組成 營運 和 米 與運算。這 操作 NAND 和 AND 分

別由圖 5-1(a)和 5-1(b)的量子電路實現。因此，我們假設第

二個量子暫存器具有 m 個量子位， |米 米 −1  l 1 >, 為 1 k 

 m ，儲存第 k個 NAND閘的計算結果，其形式為 ( yi ⋀ yj
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅

)，

對應於一次 NAND運算。 | 中每個量子位元的初始狀態米 

米 −1  l 1 > 在狀態|1> 中準備。第二個量子暫存器中的第 m

個量子位元 l m 儲存了上一次評估計算的結果 NAND 操作。 

 
圖 5-1：(a)兩個布林變數的 NAND 運算，(b)兩個布林變數

的 AND 運算。 

接下來，為了評估前一個子句的 AND運算（ ( k −1）第）

與目前子句（第 k個子句），第三個量子暫存器|奧姆 奧姆 

−1  Ø  1 o 0 > 是必要的。第一個量子位元 |第三量子暫存器

中的 o 0 > 最初在狀態|1> 中準備好。第三量子暫存器中的其他 m位

元最初處於狀態|0>。第( m + 1) 個量子位元 | o m > 在第三個

量子暫存器中儲存了評估的結果 前一個子句的 AND 運算

（ ( m −1) 第一個子句）和最後一個子句（第 m個子句）。

這顯示第( m +1)個量子位元|第三個暫存器中的 o m > 儲存所有

子句的評估計算結果。我們使用引理 5-2 來展示圖 5-2 中的

量子電路如何實現等式（5-2）中的簡單布林電路，以識別 

2 n 個可能選擇
中的合法獨立集。 

引理 5-2 ：為了解決任何具有 n 個頂點和 m 個邊的圖 G 

= ( V , E )的獨立集問題，圖 5-2 中的量子電路 LIS具有 (2 

m ) CCNOT 閘可以實現方程式 (5-2) 中的簡單布林電路 

( ⋀
k=1

m
( yi ⋀ yj

̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅
))，並且是已知在 2 n 個可能選擇

中標記合法獨立集

的最佳量子電路。 

證明： 

具有 n 個頂點和 m 個邊的圖 G的獨立集合問題的實例， 

在圖 4-3中，在分子演算法 Solve-independent-set-problem 

( Y 0 , n, m )的所有 m次迭代中，在步驟 s (2a) 到 (2d)中產生

的簡單布林電路用於辨識並在 2 n 個可能的選擇中標記獨

立的集合。我們使用等式（5-2）中的布林公式（  ⋀
k=1

m

（ yi ⋀ yj
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ））來表示簡單的布林電路，用於在圖 4-3 中的 2 

n 個可能選擇中標記合法的獨立集。我們展示如何實現圖 4-

3流程圖中的每條指令來完成證明。在圖 4-3中，在語句 S 

1 中，循環索引變數 k的值設定為一 (1)。接下來，在圖 4-3的

語句 S 2 中，執行第一個迴圈的條件判斷。如果 k 的值小於

或等於 m 的值，則下一個執行的指令是圖 4-3 中的語句 S 

3 。否則，在圖 4-3的語句 S 6 中，執行 End指令，終止識別
2 n 個可能選擇

中合法獨立集的任務。 

我們 假設第 k條邊 e k為( vi , v j ) ，用位 y i和 y j 分別表示頂點vi

和v j 。接下來，在圖 4-3 的語句 S 3 中，包含一個頂點 ( v i 或

者 v j ) 或零個頂點被標記，並且包括兩個頂點 vi的選項 和 v j被丟棄。

這就是說合法的獨立集合滿足( )yi ⋀ yj
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ 形式的公式。因此，

一個 CCNOT 閘，(| l k 
1  是我 • y j >)，目標位 l k 

1和兩個受

控位 y i和 y j用於實現與非門「 l k  圖 4-3yi ⋀ yj
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ 語句 S 3 中

的「」 ，執行( )的結果yi ⋀ yj
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ 寫入目標位| l k 

1 >.接下來，在圖 

4-3 的語句 S 4 中，一個 CCNOT閘, (| o k 
0  lk • o k −1 >)，以

目標位 o k 
0和兩個受控位 l k和 o k −1來實現邏輯與運算「 o 

k lk  ok 1 」即式(5-2)中( ⋀
k=1

m
( ))yi ⋀ yj

̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅
中的−第 k個與閘。實

施的結果 ( l k  ok 1 )−寫入目標位 |哦 0 > 。 

接下來，在圖 4-3 的語句 S 5中，第一個迴圈中索引變數

k的值遞增。重複執行圖 4-3的語句 S 2到 S 5 ，直到S 2 中的條件

判斷得到假值。根據圖 4-3，與非門的總數為 m 。邏輯和運

算使用總數 m 與門。因此，量子閘在 2 n 個可能的選擇中
識別合法

獨立集的標記的成本是（2 m ) CCNOT門。如引理 4-3的

證明所示，圖 4-3 中的語句 S 3和 S 4 之間存在真正的依賴關

係。真正的依賴 S 3和 S 4之間不能被打破。因此，圖 4-3 中

的每條語句都必須以順序模式執行。基於上述陳述，圖 5 -

2 中的量子電路 LIS 可以實現等式（5-2）中的簡單布林電

路（ ⋀
k=1

m
( )）。yi ⋀ yj

̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅
 

| 中的每一位長米
1 米 −1 

1  圖 5-2中的 l 1 
1 >是輔助量子

位，用於儲存( )形式的各子句的求值結果yi ⋀ yj
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ 。因此，這
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一步驟需要 m NAND運算透過關係式 (| l k 
1  是我 • y j >)，

目標位 l k 
1和兩個控制位 y i和 y j，其中 1 我和 j  n和 1 k 

 米。在圖 5-2中，|中的每一位奧米 0 奧姆 −1 
0  Ø  1 

0 o 0 
1 

> 也是輔助量子位，用於儲存 ( k −1) 第 k 個子句和第 k個

子句，其中 1 k  米。這一步需要 m 透過關係 ( | o k 
0  lk 

• o k −1 >) 目標位 o k 
0和兩個控制位 l k和 o k −1為 1 k  米。

從上述陳述，立即推斷圖 5-2 的量子電路 LIS 與 (2 m ) 

CCNOT 閘可以實現方程式  (5-2) 中的簡單布林電路 

( ⋀
k=1

m
( yi ⋀ yj

̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅
))，並且是已知在 2 n 個可能選擇

中標記合法獨立集

的最佳量子電路。 ▉ 

 
圖 5-2：量子電路 LIS，用於在 2 n

個
可能的選擇中標記合法

的獨立集。 

E. 量子電路與最大獨立集分子解的數學解 

圖 4-4 中的簡單布林電路在分子演算法求解獨立集問

題( Y 0 , n , m ) 的每次迭代中從步驟(4a) 到(4b) 獲得，對每

個解中的頂點數進行計數。圖 4-4 中用於計算每個合法獨

立集合中頂點數量的簡單布林電路是 

( w 1,1 奧姆  y 1 ) 和 ( w 1,0  奧姆  y1) 和 (5-3) 

( w i +1, j +1  我+1  w i , j ) 和 ( w i+1 , j  yi+1
̅̅ ̅̅ ̅

  w i , j ) 為 1 我 

 n −1 和 0 j  我。 (5-4) 

輔助量子比特| w i + 1, j >和|執行這些操作需要 w i + 1, i + 1 >，

其中 0 i n −1和 0 j i 。對於 0 我  n −1 和 0 j  i ， | 

中的每個量子位 w i + 1, j >和| w i +1, i +1 > 最初在狀態 |0> 中準

備。我們假設對於 0 我  n −1 和 0 j  我，量子比特| w i 

+ 1, j + 1 >記錄 y i + 1對個數的影響後，有( j + 1)個個的管(組) 

Y j + 1 的狀態。我們也假設對於 0 我  n −1 和 0 j  我，量子

比特| w i +1, j >是記錄受 y i +1個數影響後有 j個的管(組) Y j 的

狀態。我們使用引理 5-3 來展示圖 5-3 到 5-4 中的量子電路如

何實現等式（5-3）和等式（5-4）中的簡單布林電路，以計

算每個電路中的頂點數合法獨立設定。 

引理 5-3 ：圖 5-3 中的量子電路 CFFV 實現了簡單的布

林電路( w 1,1  奧姆  y 1 ) 和 ( w 1,0  奧姆  y1）如式（5-

3）所示。圖 5-4 中的量子電路 CMO 實現了簡單的布林電

路 ( w i+ 1 , j +1  我+1  w i, j ) 和 ( w i+ 1 , j  yi+1
̅̅ ̅̅ ̅

  w i, j ) 為 1 

我  n −1 和 0 j  方程式（5.4）中的 i 。 

證明： 

如果一個合法的獨立集合有第一個頂點 v 1 ，那麼它就滿

足簡單的布林電路 ( w 1,1  奧姆  式(5-3)中的 y 1 )。否則，

它滿足簡單的布林電路( w 1,0  奧姆  y1）如式（5-3）所

示。確定了 y 1對 1個數的影響後，量子位元|編碼位元 w 1,1

的w 1, 1 >將記錄哪些合法獨立集 s 只有一個值 1 並包含第一

個頂點 v 1 。 量子位|編碼位元 w 1,0 的w 1, 0 >將記錄哪些合法

獨立集 s 有 0個且不包含第一個頂點 v 1 。因此，一 CCNOT

閘 (| w 1, 1 
0  奧姆 • y 1 >) 與目標位 | w 1, 1 

0 > 和兩個控制位 

| Ø 米> 和 | y 1 > 實現 ( w 1,1  奧姆  y 1 )（等式（5-3）的第

一個條件）。一個非門操作於| y 1 > (| y1
̅

>) 和另一個 CCNOT

閘 (| w 1, 0 
0  奧姆 • y1

̅
>) 與目標位 | w 1, 0 

0 > 和兩個控制位 | 

Ø 米> 和 | y1
̅

> 實施 ( w 1,0  奧姆  y1）（式（5-3）的第二

個條件）。接下來，另一個非門在 | 上運行。 y1
̅

> (| y 1 >) 將

會恢復 | y 1 > 在 | y n  y 1 > 到其疊加狀態。這就是說，如

果量子位元的值| w 1, 1 > 等於 1，則量子位元| w 1, 1 
1 > 表示

哪一個合法獨立集 s 只有一個值 1 且包含第一個頂點 v 1 。

類似地，如果量子位元的值| w 1, 0 > 等於 1，則量子位元| w 

1, 0 
1 > 表示哪些合法獨立集 s不包含第一個頂點 v 1且有零

個。根據上述陳述，圖 5-3 中的量子電路 CFFV 實現了方

程式（5-3）的第一個和第二個條件。 

 
圖 5-3：使用量子電路 CFFV 實現等式（5-3）的第一個和

第二個條件。 

接下來，如果一個合法的獨立集合包含第 ( i + 1) 個頂點

v i + 1並且有 j個，那麼它滿足簡單的布林電路 ( w i+ 1 , j +1  

我+1  w i, j ) 與 1 我  n −1 和 0 j  式(5-4)中的 i 。如果合

法獨立集不包含第 ( i + 1) 個頂點 v i + 1並且有 j個，則它滿

足簡單的布林電路 ( w i+ 1 , j  yi+1
̅̅ ̅̅ ̅

  w i, j ) 與 1 我  n −1 

和 0 j  方程式（5.4）中的 i 。確定了 y i +1對 1個數的影

響後，量子位元| w i + 1, j + 1 > 編碼位元 w i + 1, j + 1將記錄哪些

合法獨立集 s 有 ( j + 1) 個並且包含第 ( i + 1) 個頂點 v i + 1 。

量子位| w i + 1, j > 編碼位 w i + 1, j將記錄哪些合法獨立集 s 有

j個且不包含第 ( i + 1) 個頂點 v i + 1 。 

因此，一個 CCNOT 閘 (| w i + 1, j + 1 
0  , j • y i + 1 >) 與目標
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位 | w i + 1, j + 1 
0 > 和兩個控制位| w i , j > 且 | y i + 1 > 實施 ( w i+ 

1 , j +1  我+1  w i, j ) 為 1 我  n −1 和 0 j  i （等式（5-4）

的第一個條件）。運行在量子位元上的一個非閘| y i + 1 > (| 

yi+1
̅̅ ̅̅ ̅

>) 和另一個 CCNOT閘 (| w i + 1, j 
0  , j • yi+1

̅̅ ̅̅ ̅
>) 與目標

位 | w i + 1, j 
0 > 和兩個控制位| w i , j > 且 | yi+1

̅̅ ̅̅ ̅
> 實施 ( w i+ 1 , j 

 yi+1
̅̅ ̅̅ ̅

  w i, j ) 為 1 我  n −1 和 0 j  i （等式（5-4）的第

二個條件）。接下來，使用另一個對量子位元進行操作的

yi+1
̅̅ ̅̅ ̅非閘 | > (| y i + 1 >) 將會恢復 | y i + 1 > 在 | 中 y n  y 1 > 到

其疊加態。這意味著如果量子位元的值 | w i +1, j +1 >等於 1，

則量子位元| w i + 1, j + 1 
1 > 將指示哪個合法獨立集 s 有 ( j + 1) 

個並且包含第 ( i + 1) 個頂點 v i + 1 。類似地，如果量子位元

的值| w i + 1, j > 等於 1，則量子位元| w i + 1, j 
1 > 將指示哪個合

法獨立集 s 不包含第 ( i + 1) 個頂點 v i + 1並且有 j個。根據

上述陳述，圖 5-4 中的量子電路 CMO 實現了方程式（5-4）

的第一個和第二個條件。 

 
圖 5-4：使用量子電路 CMO實現(5-4)的第一個和第二個條

件。 

因此，從上面的陳述可以推斷，圖 5-3 中的量子電路

CFFV可以實現簡單的布林電路 ( w 1,1  奧姆  y 1 ) 和 ( w 

1,0  奧姆  y1）在方程式（ 5 -3） 。類似地，可以推論圖

5-4中的量子電路 CMO可以實現簡單的布林電路( w i+ 1 , j 

+1  我+1  w i, j ) 和 ( w i+ 1 , j  yi+1
̅̅ ̅̅ ̅

  w i, j ) 為 1 我  n −1 

和 0 j  方程式（5.4）中的 i 。   ▉ 

F. 用於讀取最大獨立集分子解的量子電路和數學解 

分子演算法中的步驟 ( 0a )到( 1d )所創建的 2 n 個可能的

分子解 求解獨立集合問題( Y 0 , n, m ) 在分佈中初始化：

（
1

√2n

 
1

√2n

 
1

√2n

  
1

√2n

） 。這表明 2 n 種可能的分子溶液中的每

一種都有相同的振幅。 先前提出的量子電路 已經標記了答

案，但找到答案的幅度或機率將呈指數下降。因此， 基於 

[26] ， 擴散算子用於以指數方式增加找到答案的幅度或機

率，並由矩陣 G定義如下： G i , j = (2 / 2 n ) if i  j 且 G i , i = 

( −1 + (2 / 2 n ) )。演算法 5 -1用於衡量由下列項目產生的答

案 分子演算法中的步驟( 5a )和( 5b ) 解獨立集合問題( Y 0 , 

n, m )。 

為了表達方便，我們假設 那| y b 
1 >, | l k 

1 >, | ok 1 > 
, | w i + 1, 

j 
1 > 和 | w i + 1, i + 1 

1 > 為 1 乙  , 0 k  米, 0 我  n −1 和 0 

j  隨後， i表示其對應的量子位元的值為 1。 假設 | y b 
0 >, 

| l k 
0 >, | ok 0 

> , | w i + 1, j 
0 > 且 | w i + 1, i + 1 

0 > 為 1 乙  , 0 k  

米, 0 我  n −1 和 0 j  隨後， i表示它們對應的量子位元

的值為 0 。 下面在前面的小節。我們使用演算法 5-1中的

第一個參數 t 來表示合法答案中頂點集的最大大小，下一

小節演算法 5 -2 中步驟(1a)的執行傳遞其值。 

演算法 5 -1 ( t )：透過讀取最大尺寸的分子解得到數學解 

任何具有 m 個邊和 n 個頂點的圖 G的獨立集合。 

(0) 酉算符 U init = ( H ) ( ⊗
i=n

1
⊗

j=i

0
I 2 2 ) ( ⊗k=m

1
I 2 2 ) ( I 

2 2 ) ( ⊗k=m

1
I 2 2 ) ( H n )，對初始量子進行運算 狀

態向量(|1>) ( ⊗
i=n

1
⊗

j=i

0
| w i , j 0 >) ( ⊗

k=m

1
| o k 

0 >) (| o 0 

1 >) ( ⊗
k=m

1
| l k 

1 >) ( ⊗
b=n

1
| y b 

0 >) 和 2 n n位的可能選

擇（包含所有可能的獨立集）是 

| φ0,0> = (
1

√2

 (|0> −|1>)) 
1

√2n

( ⊗
i=n

1
⊗

j=i

0
| w i , j 

0 >) ( ⊗
k=m

1
| o k 

0 

>) (| o 0 
1 >) ( ⊗

k=m

1
| l k 

1 >) ( ⊗
b=n

1
(| y b 

0 > + | y b 
1 >))。 

(1) 為了標記 2 n
個
可能的選擇中哪些是合法的獨立集 s，

哪些不是答案，圖 5-2 中的量子電路， ( I 2 2 ) 

( ⊗
i=n

1
⊗

j=i

0
I 2 2 ) ( LIS ) ，用於對量子狀態向量進行

運算 | φ0,0> ，得到如下新的量子態向量 

| φ1,0> = (
1

√2

 (|0> −|1>))
1

√2n

 ( ⊗
i=n

1
⊗

j=i

0
| w i , j 0 >) 

∑ (
2n-1

y=0
⊗

k=m

1 ( | ok 0  lk • ok 1 >) (| o 0 
1 

> −) ( ⊗
k=m

1
| l k 

1  是我 

• y j >) (| y >))。 

(2) 用於實施 ( w 1,1  奧姆  y 1 ) 和 ( w 1,0  奧姆  

y1）在方程式（5-3）中，將圖 5-3 中的量子電路 ( I 

2 2 ) ( CFFV ) 應用於量子狀態向量 | φ1,0>，則下列

新的量子態向量為 

| φ2,0> = (
1

√2

 (|0> −|1>))
1

√2n

 ( ⊗
i=n

2
⊗

j=i

0
| w i , j 0 >) ( ∑ (

2n-1

y=0
| w 1, 1 

0  奧姆 • y 1 >) (| w 1, 0 
0  奧姆 • y1

̅
>) ( ⊗

k=m

1
| o k >) (| o 0 

1 

>)( ⊗
k=m

1
| l k >) (| y >))。 

(3)當 i = 1時 n −1 

(4)對於 j = i 降至 0 

(4a) 圖 5-4 中的量子電路 ( I 2 2 ) ( CMO)是確定合法獨

立集之間的頂點數，並對量子狀態向量  ( | 

φ
2+(∑ (θ

1
+1)

i-1

θ
1

=0
)+(i-j),0

> ) 進行操作。由於步驟(4a)嵌

入在唯一循環中，重複執行圖 5-4中的量子電路後， 

( I 2 2 ) ( CMO) ，計算每個合法獨立集合中頂點數

的結果狀態向量為 
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|φ
2+

n2+n-2

2
,0

⟩ = ( 
1

√2

(|0> −|1>)) 

1

√2n

( ∑ (⊗
i=n

1
⊗

j=i

0
|wi,j⟩) 

2n-1

y=0
( ⊗

k=m

1
| o k >) (| o 0 

1 >) ( ⊗
k=m

1
| l k 

>) (| y >))。 

結束於 

結束於 

(5) CNOT門 (
|0>-|1>

√2

  w n , t ) 與目標位 | 
|0>-|1>

√2

> 和控制

位元| w n , t > 標記合法獨立 設(s) 為量子態向量 (| 

φ
2+

n2+n-2

2
,0

> ) 中頂點數最大的集合，則新的量子態

向量為  

| φ
2+

n2+n-2

2
+1,0

> = (
1

√2

 (|0> −|1>))
1

√2n

 ( −1 

)
w

n,t  ( ∑ (⊗
i=n

1
⊗

j=i

0
|wi,j >) 

2n-1

y=0
( ⊗

k=m

1
| o k >) (| o 0 

1 >) 

( ⊗
k=m

1
| l k >) (| y >))。 

、(2)和( 1 )執行的所有運算反轉可以將輔助量子位元恢

復到其初始狀態。 

(7) 將擴散算子應用到量子態向量上 

 步驟(6)中產生。 

(8) 反覆 執行步驟( 1 )到步驟(7)至多 O (√
2n

R
 )次，其中 R

的值是解的數量，可以透過量子計數演算法有效地

確定 [28, 41 ]。 

(9) 得到答案的成功機率為 

測量完成後至少 (1 / 2) 。 

結束演算法 

引理 5 -4：演算法 5-1 的輸出是透過讀取任何具有 m 條

邊和 n 個頂點的圖 G的最大尺寸獨立集的分子解而獲得的

數學解。 

證明： 

由於對於任何具有 m 個邊和 n 個頂點的圖 G ，獨立集問

題有 2 n 個可能的選擇（包括所有可能的獨立集） ，因此 n

位的量子暫存器( ⊗
b=n

1
| y b >) 可以表示 2 n

個
選擇，初始值為

狀態向量 ( ⊗
b=n

1
| y b 

0 >)。任何具有 m 個邊和 n 個頂點的圖

G 的獨立集問題需要找到 G中最大尺寸的獨立集，因此這

些輔助量子暫存器是必要的。透過執行步驟( 0 )，得到初始

狀態向量| > = (|1>) ( ⊗
i=n

1
⊗

j=i

0
| w i , j 0 >) ( ⊗

k=m

1
| o k 

0 >) (| o 

0 
1 >) ( ⊗

k=m

1
| l k 

1 >) ( ⊗
b=n

1
| y b 

0 >) 開始量子計算獨立集問

題。酉算符 U init = ( H ) ( ⊗
i=n

1
⊗

j=i

0
I 2 2 ) ( ⊗

k=m

1
I 2 2 ) ( I 2 2 ) 

( ⊗
k=m

1
I 2 2 ) ( H n ) 對初始狀態向量 | 運算。 >，結果狀

態向量變成| φ0,0> 有 2 n 個選擇。這表明 2 n 種可能的分子選

擇 由分子演算法中的步驟 s (0a)至(1d)產生的解決獨立組問

題( Y 0 , n,m )可以透過演算法 5-1 中的步驟(0)來實現。 

演算法 5 -1中的步驟( 1 )充當酉算符 LIS ，即圖 5 -2 中

的量子電路。在執行演算法 5-1 中的步驟(1)時，2n個可能

的選擇中的那些
滿 足

等式 (5-2) 中的簡單布林電路

( ⋀
k=1

m
( ) )yi ⋀ yj

̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ 的選擇被標記。步驟(1)執行完成後，得到狀

態向量| φ1,0>得到， 包含那些帶有 | 的選項 o m 
1 > 表示它們

是合法的獨立集，而帶有 | 的非法選擇 o m 
0 >不符合條件。

因此，可以實現由分子演算法中的步驟 s (2a) 至 (2d) 產生

的方程式 (5-2) 中的簡單布林電路( ( ⋀
k=1

m
) yi ⋀ yj

̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅
)求解獨立

集問題( Y 0 , n, m )透過演算法 5 -1 中的步驟(1) 。 

演算法 5 -1 中的步驟( 2 )充當酉算符 CFFV ，對應於圖

5-3中的量子電路。在執行演算法 5-1中的步驟(2)時，計算

每個合法獨立集中第一個頂點影響的個數。步驟( 2 )執行

後，狀態向量| φ2,0>得到，其中包括 es 那些帶有 | 的合法獨

立集。 w 1, 1 
1 > 有一個並且包含第一個頂點和那些帶有 | 的

合法獨立集 w 1, 0 
1 > 具有零個且不包含第一個頂點。這意味

著簡單的布林電路 ( w 1,1  奧姆  y 1 ) 和 ( w 1,0  奧姆  ）

在y1第一個步驟（ 4a ）和（ 4b ）產生的方程式（5-3）中 

求解獨立集問題( Y 0 , n, m )中的迭代(0, 0)可以透過演算法

5-1 中的步驟(2)來實現。 

演算法 5-1 中第一個迴圈中的唯一語句，並且充當酉算

符 CMO，對應於圖 5-4中的量子電路。這一步是確定合法

獨立集合中 1的個數（頂點個數） 。步驟(3)和步驟(4)各構

成一個兩級循環。當索引變數 i的值等於 1且索引變數 j的
值從 1到 0時，重複執行步驟(4a)兩次。類似地，當索引變

數 i的值等於 2且索引變數 j的值從 2到 0時，重複執行步

驟(4a)3次。類似地，當索引變數 i的值等於 ( n 1) 索引變數

−j的值來自於 ( n −1) 降到零，步驟(4a) 重複執行 n次。也

就是說，步驟(4a)的執行總數為(2 + 3 + n ) = ( n 2 + n −2)/2.

因為狀態向量| φ2,0> 由步驟(2)生成，其索引為 2(二)，重複

執行步驟(4a)後，我們使用 2 + (( n 2 + n −2) / 2) 作為結果狀

態和結果狀態向量的索引 | φ
2+

n2+n-2

2
,0

>獲得 其中計算每個

合法獨立集中的頂點數。這顯示簡單的布林電路 ( w i+ 1 , j +1 

 我+1  w i, j ) 和 ( w i+ 1 , j  yi+1
̅̅ ̅̅ ̅

  w i, j ) 為 1 我  n −1 和 

0 j  求解獨立集問題( Y 0 , n, m )中的同一迭代( i , j ) 中的
步驟 ( 4 a) 和 ( 4 b) 中產生的方程式 (5-4)中的 i可以透過 

Step 實現演算法 5-1 中的(4a) 。 

接下來，一個 CNOT 門，（
|0>-|1>

√2

  w n , t ) 與目標位 | 

|0>-|1>

√2

> 和控制位元| w n , t >，在演算法 5.1 的步驟(5)的執行中

以階段(1)標示答案−。得到的狀態向量| φ
2+

n2+n-2

2
+1,0

> 由答

案中階段 ( −1) 的部分和階段 (+1) 的另一部分組成。由於

量子操作本質上是可逆的，因此執行步驟(6)將反轉步驟

(4a) 、步驟(2)和步驟(1)完成的所有操作，從而可以將輔助

量子位元恢復到其初始狀態。接下來，在執行演算法 5-1中

的步驟(7)時，應用擴散算子來完成增加測量答案的成功機
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率的任務。演算法 5 -1 的步驟(8)中，重複執行後 步驟( 1 )

到(7) O ( √
2n

R
)次，產生最大成功機率。接下來，透過執行演

算法 5 -1 中的步驟(9) ，獲得測量結果並將答案返回到演算

法 5 -2 。由於演算法 5-1 中每一步產生的結果是有限維希

爾伯特空間中的單位向量，因此，我們立即推斷演算法 5 -

1 的輸出是透過讀取最大值的分子解得到的數學解。 m 個
邊和 n 個頂點的任何圖 G 的大小獨立集合。 

G. 求解任意具有 m 個邊和 n 個頂點的圖 G 上的獨立集
合問題 

以下演算法解決了任何具有 m 個邊和 n 個頂點的圖 G的

獨立集問題。我們已經使用了前面小節中演算法 5 -2 所使

用的符號。 

演算法 5-2 ：解任意具有 m 個邊和 n 個頂點的圖 G 的獨

立集合問題。 

(1)對於 t = n 至 1 

(1a) 呼叫演算法 5-1 ( t )。 

(1b)如果第 t次執行 Step得到答案 

(1a)那麼 

(1c)終止演算法 5-2 。 

結束如果 

結束於 

結束演算法 

引理 5-5 ：演算法 5-2 取得任意具有 m 個邊和 n 個頂點
的圖 G中獨立集問題的最大獨立集合。 

證明： 

演算法 5 -2 中的步驟(1a)的每次執行中，都會呼叫演算

法 5-1 來完成兩個主要任務。第一個任務是計算每個合法

獨立集中的頂點數。這表明，對於任何具有 m 個邊和 n 個
頂點的圖 G，在獨立集問題中尋找最大尺寸獨立集的分子

解的數學解是有限維希爾伯特空間中的單位向量。第二個

任務是使用擴散算子，它以指數方式增加從最大獨立集 s的

分子解中測量答案的成功機率。由此我們證明，透過讀取

任何具有 m 個邊和 n 個頂點的圖 G的最大尺寸獨立集的分

子解而獲得的數學解仍然是有限維希爾伯特空間中的單位

向量。接下來，在演算法 5-2中的步驟(1b)的每次執行中，

如果從演算法 5-2 中的步驟(1a)的第 t次執行中找到答案，

則步驟的第 t 次執行演算法 5 -2 中的(1c)將終止演算法 5 -

2 。否則，重複執行步驟（1a）至（1c），直到找到任何具

有 m 個邊和 n 個頂點的圖 G的獨立集問題的答案。因此，

立即得出演算法 5-2 可用於獲得任何具有 m 個邊和 n 個頂
點的圖 G的獨立集問題的答案。 ▉ 

H. Durr-Hoyer 演算法和 Ahuja-Kapoor 演算法以及量子存
在性測試無法解決任何具有 m 個邊和 n 個頂點的圖 G 的
獨立集問題 

許多資訊處理和計算問題都可以追溯到尋找資料庫或成

本函數的極值問題。 Durr Hoyer 演算法 [48] 在未排序的資

料庫或具有 2 −n 個項目
的成本函數中找到滿足任何給定條件

的最小值。 Ahuja Kapoor 的演算法 [49] 在未排序的資料庫

或具有 2 −n 個項目
的成本函數中找到滿足任何給定條件的最

大值。為了提高兩種演算法的性能，整合了量子計數和二

分搜尋的量子存在測試[31] 可用於在未排序的資料庫或具

有 2 n 個項目
的成本函數中尋找滿足任何給定條件的最小值或

最大值。任何具有 m 個邊和 n 個頂點的圖 G 的獨立集問題

需要在未排序的資料庫或具有 2 n 個頂點子集的成本函數中

找到具有最大數量頂點的最大獨立集。我們用下面的引理

來說明為什麼 Durr −Hoyer 演算法、Ahuja −Kapoor 演算法

和量子存在 測試無法解決任何具有 m 個邊和 n 個頂點的
圖 G的獨立集問題。 

引理 5-6 ：Durr −Hoyer 演算法、Ahuja −Kapoor 演算法與

量子存在 測試無法解決任何具有 m 個邊和 n 個頂點的圖 G

的獨立集問題。 

證明： 

在 Durr −Hoyer演算法、 −Ahuja Kapoor演算法和量子存

在中 測試演算法，解空間 Y是一組 2 n 個可能的選擇， Y等

於 { y n y n −1  y 2 y 1  年 {0, 1} 為 1 d  n }。這表示 Y

中每個元素的長度為 n位，每個元素代表 2 n 種可能選擇
之一。

為了方便表述，我們假設 y d 
0 表示

y d的值為 0， y d 
1 表示y d的

值為 1。第一個元素 y n 
0 y n −1 

0  y 2 
0 y 1 

0編碼十進制值 0

（零）。第二個元素 y n 
0 y n −1 

0  y 2 
0 y 1 

1編碼十進位值 1

（一）。第三個元素 y n 
0 y n −1 

0  y 2 
1 y 1 

0編碼十進位值 2

（二）。依此類推，最後一個元素 y n 
1 y n −1 

1  y 2 
1 y 1 

1編

碼十進位值 2 n −1. 由於解空間不包含任何頂點子集，因此

這三種演算法無法找到最大尺寸的獨立集。因此，從上面

的陳述，我們立即得出， Durr −Hoyer演算法、Ahuja −Kapoor

演算法和量子現有測試不能解決任何具有 m條邊和 n個頂
點的圖 G的獨立集問題。◼ 

VI. 性評估 

在本節中，我們估計演算法 5-2 的時間複雜度和空間複

雜度，用於解決任何具有 m 個邊和 n 個頂點的圖 G的獨立

集問題。隨後，我們證明演算法 5-2為解決任何具有 m 個
邊和 n 個頂點的圖 G的獨立集問題提供了二次加速，這是

最好的 已知的加速問題。 

A. 演算法 5-2的時間與空間複雜度 

引理 6 - 1 ：演算法 5-2 的最佳情況時間複雜度涉及 ((2 n 

/ 2 (2 n )) + ( n + 1))阿達瑪門，(2 n / 2 (2 ( n 2 + n ))) NOT

門，(2 n / 2 ) CNOT門，(2 n / 2 (4 m + (2 ( n 2 + n )))) CCNOT

閘， n 個量子位元的(2 n / 2 ) 相移閘和量子測量。 

證明： 

演算法 5-2 中，步驟(1)是主循環，並且嵌入在該郵件循

環中的步驟被執行 n次迭代。因此，步驟(1a)的第一次執行

呼叫演算法 5 -1 。在演算法 5-1的步驟(0)中，應用( n +1)

個 Hadamard閘。接下來，在演算法 5 -1的步驟(1)中，(2 

m )應用 CCNOT門。接下來，在演算法 5 -1的步驟(2)中，

應用兩個 CCNOT閘和兩個 NOT閘。那麼，演算法 5 -1的

步驟(4a)是第一個指令中的唯一指令。 循環，演算法 5-1的

步驟 (4a)得到 ( n 2 + n −2)非門和 ( n 2 + n −2） CCNOT門。

接下來，在演算法 5-1 的步驟(5)中，應用一個 CNOT 閘。
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然後，演算法 5 -1的步驟(6)將輔助量子位元恢復到原始狀

態。因此，演算法 5 -1的步驟 (6)產生 ( n 2 + n ) NOT閘和 

((2 m ) + ( n 2 + n )) CCNOT門。這就是說，步驟（1）到

（6）完成了預言機工作，並將答案標記為階段（ −1）。從

演算法 5 -1的步驟(7)可以清楚看出，執行了一個擴散算子。

在演算法 5 -1的步驟(8)中，實作( √2n) 預言機工作和( √2n)

擴散算子是最壞的情況，因為 R 的值等於 1，而這種情況

是最壞的情況。我們假設 n個量子位元的相移閘 U PSG的作

用如下： 

巴黎聖日爾曼大學：{
|x > →  -|x >, x ≠  0

|0 > → |0 >           
. 

由於根據[28, 41]，單一物理操作可以完成 n個量子位元

U PSG 的受控相移門，因此它是基本閘。由[28, 41] 我們可以得到擴

散算子的分解， H n 大學 PSG H n ，可以實現各個擴散算

子。接下來，在演算法 5-1的步驟(9)中，進行測量。因此，

在第一次呼叫演算法 5 -1後，得出 ((2 n / 2 (2 n )) + ( n + 

1))阿達瑪門，(2 n / 2 (2 ( n 2 + n ))) NOT門，(2 n / 2 ) CNOT

門，(2 n / 2 (4 實現了 m + (2 ( n 2 + n )))) CCNOT閘、 n 

個量子位元的 (2 n / 2 ) 相移閘和量子測量。 

演算法 5-1的第一次呼叫完成後，然後 在第一次執行演

算法 5-2中的步驟(1b)時，如果 演算法 5-2中的步驟(1a)的

第一次執行返回答案，則演算法 5-2中的步驟(1c)的第一次

執行時演算法 5 -2終止。因此，演算法 5 -2的時間複雜度

的最佳情況涉及 ((2 n / 2 (2 n )) + ( n + 1))阿達瑪門，(2 n / 2 

(2 ( n 2 + n ))) NOT門，(2 n / 2 ) CNOT門，(2 n / 2 (4 m + 

(2 ( n 2 + n )))) CCNOT閘， n 個量子位元的(2 n / 2 ) 相移閘

和量子測量。 

引理 6 - 2 ：演算法 5-2 最壞情況的時間複雜度為( n ((2 
n / 2 (2 n )) + ( n + 1)))哈達瑪門，( n (2n / 2 (2 ( n 2 + n ))))

非門，( n 2 n / 2 ) CNOT門，( n (2n / 2 (4 m + (2 ( n 2 + 

n ))))) CCNOT門，( n 2 n / 2 ) n個量子位元的相移閘和 ( n ) 

個量子測量。 

證明： 

基於演算法 5 -2 ，對於任何具有 m 個邊和 n 個頂點的
圖 G求解獨立集問題，最壞的情況是在測量第 n次執行步

驟 (1a) 的結果後找到答案演算法 5-2 完成。也就是說，演

算法 5-2 中的步驟(1a)和步驟(1b)執行 n 次，演算法 5-2 中

的步驟(1c)執行一次。因此，演算法 5-2最壞情況的時間複

雜度為 ( n  ((2 n / 2 (2 n )) + ( n + 1)))哈達瑪門，( n  (2n 
/ 2 (2 ( n 2 + n ))))非門，( n  2 n / 2 ) CNOT門，( n  (2n / 2 

(4 m + (2 ( n 2 + n ))))) CCNOT門，( n  2 n / 2 ) n個量子

位元的相移閘和 ( n ) 個量子測量。 

引理 6 -3 ：對於任何具有 m 個邊和 n 個頂點的圖 G，解

決獨立集問題的最壞和最好情況空間複雜度是相同的：

((2 米+2 n + 2) + (( n ( n + 1)) / 2)) 量子位元。 

證明： 

對於任何具有 m 個邊和 n 個頂點的圖 G，有 2 n 個可能

的選擇（包括所有可能的獨立集）來解決獨立集問題，使用

量子暫存器 n 個量子位元 ( ⊗
b=n

1
| y b 

0 >) 編碼 2 n 個選擇。任

何具有 m 個邊和 n 個頂點的圖 G 的獨立集問題是找到 G

的最大尺寸獨立集。這可以透過使用輔助量子暫存器來實

現。那些輔助量子暫存器 s的初始狀態 s 是 (|1>) ( ⊗
i=n

1
⊗

j=i

0
| 

w i , j 0 >) ( ⊗
k=m

1
| o k 

0 >) (| o 0 
1 >) ( ⊗

k=m

1
| l k 

1 >)。基於演算法

5 -2，我們得到演算法 5-2的最佳情況空間複雜度是在實現

演算法 5-1一次後找到答案。因此，演算法 5-2的最佳情況

空間複雜度涉及 ((2 米+2 n + 2 ) + (( n ( n + 1)) / 2)) 量子

位元。由於量子位元可以重複使用，最糟的情況仍然是（（2 

米+2 n + 2 ) + (( n ( n + 1)) / 2)) 量子位元。因此，立即推

斷演算法 5-2最壞情況和最好情況的空間複雜度是相同的，

並且它們都等於 ((2 米+2 n + 2 ) + (( n ( n + 1)) / 2)) 量子

位元。 

B. 求解任意具有 m 個邊和 n 個頂點的圖 G 的獨立集問題
的二次加速證明 

引理 6-4 ：演算法 5-2 給出了解決任何具有 m 個邊和 n 

個頂點的圖 G的獨立集問題的二次加速。此加速是針對該

問題已知的最佳加速。 

證明： 

貝內特等人。 [ 8] 已經證明經典演算法的二次加速是解

決任何 NP 完全問題的已知最佳加速。從引理 6 -2可以看

出，用於解決具有 m 個邊和 n 個頂點的任何圖 G的獨立集

問題的演算法 5 -2的最壞情況與經典演算法的二次加速相

符。因此，我們立即得出演算法 5-2給出了二次加速，這是

已知的用於解決具有 m 個邊和 n 個頂點的任何圖 G的獨立

集問題的最佳加速。 █ 

VII. 任何具有 M 邊和 N 頂點的圖的獨立集問題的分子解

的數學表示 

對於任何具有 m 個邊和 n 個頂點的圖 G，求解獨立集問

題的分子解的數學解是有限維希爾伯特空間中的單位向量。 

引理 7 - 1 ：用來解任意具有 m條邊和 n個頂點的圖 G的
獨立集問題的分子解的數學解是有限維希爾伯特空間中的

單位向量。 

證明： 

分子演算法求解獨立集問題( Y 0 , n, m )的步驟 (0a) 到 (1d)

中，產生由 2 n 個 DNA 序列編碼的 2 n 個可能的選擇（獨立集） ，並

由 n編碼 Hadamard 閘在演算法 5-1的步驟( 0 )中對 n 個初

始量子位元進行操作。這就是說 2 n 的數學解
 由 2 n 個 DNA 序列編碼的

可能選擇（獨立集）是 有限維希爾伯特空間。接下來，在

每次執行分子演算法中的步驟（2a）到（2d）時，求解獨立

集問題（ Y 0 , n, m ），合法選擇（合法獨立集）和非法選

擇（非法獨立集） 2n
號

 決定由 2 n DNA 序列編碼的
可能選擇。使用

演算法 5-1中步驟 ( 1 ) 中的酉算符可以完成相同的任務。

這表明由 2 n 個 DNA 序列
編碼的 2 n 個可能選擇中合法選擇和非法選擇的數學解

仍然

是有限維希爾伯特空間中的單位向量。 

分子演算法求解獨立集問題( Y 0 , n, m ) 中每次執行步驟 

(4a) 到 (4b)時，由 2 n 個DNA 序列
編碼的 2 n 個選擇

中的合法選擇為

按頂點數分類。使用演算法 5-1中步驟 (2) 和步驟 (4a) 中的

酉算符可以完成相同的任務。這意味著由 2 n 個DNA 序列編碼的
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2 n 個選擇中分類的
那些合法選擇的數學解仍然是有限維希爾伯特

空間中的單位向量。接下來，當分子演算法求解獨立集問

題( Y 0 , n, m )中每次執行步驟 s (5a) 和 (5b)時，由具有 maxi 

的 DNA 序列編碼的最大尺寸獨立集 s讀取 mum個頂點，

並且也是在其幅度指數放大後進行測量來讀取它們。也就

是說，由最大頂點數的 DNA序列編碼的最大獨立集 s的數

學解仍然是有限維希爾伯特空間中的單位向量。因此，根

據上面的陳述，我們立即推導出用於解決具有 m 個邊和 n 

個頂點的任何圖 G 的獨立集問題的分子解的數學解是有限

維希爾伯特空間中的單位向量。 

VIII. 證明 NP 完全問題之間的約簡是無用的，並且每個 

NP 完全問題都有自己的最佳演算法 

我們假設有限變數集 U { u 1 , u 2 , …, u n }上的子句集合 C = { c 

1 , c 2 , ..., cm } ，這樣 | c x | 1 等於 3 x  米, 哪裡 | c x |是第 x

個子句中的變數數。 3-可滿足性問題 (3-SAT) 是為了找出

U是否存在滿足 C中所有子句的真值分配。 3-SAT 問題的

簡單結構使其成為其他 NP 完全結果中使用最廣泛的問題

之一 [7]。庫克-萊文定理，也稱為庫克定理[50]，指出 3-可

滿足性問題（3-SAT）是布林可滿足性問題之一，是 NP完

全的。也就是說，它是在 NP中，並且 NP中的任何問題都

可以透過作為數位計算機的確定性圖靈機在多項式時間內

減少到 3-可滿足性問題（3-SAT）。該定理的一個重要結論

是，如果存在解決 3-可滿足性問題 (3-SAT) 的確定性多項

式時間演算法，則每個 NP 問題都可以透過確定性多項式

時間演算法來解決。我們使用引理 8-1 來證明 NP 完全問題

之間的約化是無用的，並且每個 NP 完全問題都有自己的

最佳量子演算法。引理 8-2 表明 所提出的用於解決具有 n 

個頂點和m 個邊的圖G中的獨立集問題的具有二次加速的

量子分子演算法不是最好或最優的量子演算法。 

引理 8-1 ：NP完全問題之間的約簡是無用的，並且每個

NP完全問題都有自己的最佳量子演算法。 

證明： 

我們假設 U 是 { u 1 , u 2 , ..., u n } 且 C是 { c 1 , c 2 , ..., 

cm } 。 U和 C是 3-SAT 問題的任何實例。 [7] 使用多項式

時間演算法將具有 m 個子句和 n 個布林變數的 3-SAT 問題

轉換為圖 G的獨立集問題，其中 (3 n ) 個頂點和 ((3 m ) 

+ w ) 邊。 w是 u i和ui
̅
出現在不同子句中且 w的值小於 m

的值的對 ( u i , ui
̅

)的數量。這表明，如果應用演算法 5-2和

演算法 5-1來解決簡化的 3-SAT 問題，那麼最好情況的時

間複雜度為 O( 2 (3 n )/2 )。這意味著，對於解決簡化的 3-SAT 

問題，演算法 5-2 和演算法 5-1 不能給出二次加速，並且 

NP 完全問題中的簡化過程不僅不能加快量子演算法的性

能，而且相反，會減慢速度。因此，從上面的陳述我們立即

推斷出 NP完全問題之間的約化是沒有用的，並且每個 NP

完全問題都有自己的最佳量子演算法。   ◼ 

引理 8-2 ：所提出的用於解決具有 n 個頂點和 m 個邊的
圖 G 中的獨立集問題的具有二次加速的量子分子演算法不

是最好或最優的量子演算法。 

證明： 

來自引理 根據引理 6-1和引理 6-4，所提出的用於解決

具有 n 個頂點和 m 個邊的圖 G中的獨立集問題的量子分子

演算法的時間複雜度的下限和上限分別為( 2
n×

1

2)查詢和

( 2
n×

1

2) 查詢 ((2 米+2 n + 2) + (( n ( n + 1)) / 2)) 量子位

元。所提出的量子分子演算法滿足[8]中的重要結果，該結

果表明解決任何 NP 完全問題的二次加速是一個嚴格的下

界。然而，根據引理 8-1的結論，多項式時間演算法可以將

具有 m 個子句和 n 個布林變數的 3-SAT 問題轉換為圖 G

的獨立集合問題，其中 (3 n ) 個頂點和 ((3 m ) + w ) 邊。

這就是說，NP完全問題之間的約簡使得約簡問題的輸入規

模變得比原始問題的輸入規模更大。這就是為什麼所提出

的用於解決簡化問題的量子分子演算法無法提供任何加速

的原因。看來[8]的重要結果違反了庫克定理[50]的重要結

論。因此，從上面的陳述中，我們立刻推斷出，所提出的用

於解決具有 n 個頂點和 m 個邊的圖 G中的獨立集問題的具

有二次加速比的量子分子演算法不是最好或最優的量子演

算法。◼ 

IX. 用於解決輸入 N 位的元素獨特性問題的Ω ( ) 查詢√2N

2

的量子下界證明 

從[33]我們知道輸入 n 位的元素不同性問題是確定給定

的 2 n實數是否不同。解決此問題的量子下界是( 2
n×

2

3) 查

詢量子行走演算法 [33]。此問題的正式定義如下：給定一

個函數 H : { a |0  一個 2n −1}→{ b |0  乙  2m −1}， r-

元素獨特性問題是找出 r-不同元素 a 1 , a 2 , ... , a r ε {一個

|0  一個 2n −1} 使得 H ( a 1 ) = H ( a 2 ) = ... = H ( a r )。 

Childs 和 Eisenberg 在 [51] 中擴展 r -元素獨特性問題到一
個更普遍的問題，即找到滿足任何給定屬性的大小為 r 的
子集的問題。 Childs 和 Eisenberg 在 [51] 中假設存在一個

黑盒子函數 O F : D→ R ，其中域 D是有限集，範圍 R也是

有限集。他們進一步假設域 D等於 { X 1 , X 2 , ... , X N } 且 

| d |表示域 D的大小，大小等於 N ，即問題大小。他們也假

設有一個集合（ D  R ) r = {(( X 1 , OF ( X 1 ) ), , ( X r , O F 

( X r ))) | Xk  D和 O F ( X k ) R } 且有一個屬性 P （ D  

R ) r 。 r子集查找問題的更正式定義是找出一些 r子集 { X 

1 , X 2 , , X r } ⊂ D使得 (( X 1 , O F ( X 1 )), , ( X r , O F ( X 

r ))) ε P ，如果不存在則拒絕。我們使用以下引理來表明解

決該問題的新量子下界是( √
2n

2
) 查詢。 

引理 9-1 ：為了解決輸入 n 位的元素獨特性問題，所提

出的量子分子演算法將使用量子行走演算法的量子下界

( ) 查詢改進為2
n×

2

3( √
2n

2
) 查詢。 

證明： 

我們假設 G = ( V , E ) 是一個圖，其中 V是 G中的頂點

集， E是 G中的邊集。我們也假設 V是 { v 1 , …, v n } 且 E

是 {( v a , v b )| v a和 v b分別是 V } 中的元素。具有 n 個頂點

和 m 個邊的圖 G的獨立集合是子集 V 1  V的頂點使得對

所有 v a , v b  V 1 ，邊 ( v a , v b )不在 E [ 7, 9] 。具有 n 個
頂點和 m 個邊的圖 G 的獨立集合問題是找到 G 中最大尺
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寸的獨立集合。對於具有 n 個頂點和 m 個邊的圖 G ， n 個
頂點的集合的子集數為 2 n 。我們假設有一個黑盒函數， O 

F : D → R計算哪些頂點子集是具有最大頂點數的獨立集合。

我們也假設域 D等於 { y n y n −1  y 2 y 1  年 {0, 1} 為 1 

d  n }。 

我們假設 r個 n位長度的二進位數 X 1 、 X 2 、 ...、 X r

都是 D中的元素。我們也假設有一個集合 ( D  R ) r = {(( X 

1 , OF ( X 1 ) ), , ( X r , O F ( X r ))) | Xk  D和 O F ( X k ) R }。

我們假設有一個屬性 P （ D  R ) r 。我們也假設每個 n 位

二進制數 X k ，對於 1 k  r對頂點子集進行編碼，其中黑

盒函數 O F可以確定 最大尺寸的獨立集。這就是說，(( X 1 , 

O F ( X 1 )), , ( X r , O F ( X r ))) 是具有 n 個頂點和 m個邊的圖

G的獨立集問題的答案，並且{ X 1 , X 2 , , X r } ⊂ D使得 

(( X 1 , O F ( X 1 )), , ( X r , O F ( X r ))) ε P。因此，具有 n個
頂點和m個邊的圖G的獨立集問題是元素唯一性問題的一

種類型，並且是 r子集查找問題的一種類型。 

從引理 6-1到引理 6-2 ，為了解決具有 n 個頂點和 m 個

邊的圖 G的獨立集問題，量子下界是( √
2n

r
) 個查詢，量子

上限是 O( √
2n

r
) 個查詢。當 r 的值等於 2 時，量子下界為

( 2
n×

2

3) 使用量子行走演算法進行查詢 [30]。然而，所提出

的 r 值等於 2 的量子分子演算法給出了( ) 查詢√2n

2
的量子

下界和 O( ) 查詢的量子上限√2n

2
。因此，我們立即推斷，

為了解決輸入 n 位的元素獨特性問題，所提出的量子分子

演算法將使用量子行走演算法的( ) 查詢√2n

2
的量子下界

增強為( 2
n×

2

3) 查詢。◼ 

X. 求二頂點一邊圖中最大獨立集的實驗結果 

在圖 10-1 中，圖 G 1由兩個頂點和一條邊組成。所有獨

立組 G 1中是{ v 1 }、{ v 2 } 和{}，它是一個空集合。 G 1的
最大獨立集合是{ v 1 } 和{ v 2 }。我們利用圖 10-2的量子電

路和圖 10-3的量子電路分別求出答案{ v 1 }和答案{ v 2 }。

為此，我們使用 IBM量子電腦中具有五個量子位元的後端

ibmqx4來測試我們的理論。 

 
我們問題的圖 G 1 。 

 

 
圖 10-2：找出答案 { v 1 } 的量子電路。 

 

 
圖 10-3：找出答案 { v 2 } 的量子電路。 

在 IBM的 ibmqx4圖形介面中，可用的閘是 CNOT ，它

是唯一具有兩個量子位元的閘，以及作用於單一量子位元

的其他閘。在具有五個量子位元的後端 ibmqx4中，只有六

對 CNOT 閘。我們將 CCNOT 閘分解為 6 個 CNOT 閘和

一個量子位元的閘，如圖 10-4 [30] 所示。在圖 10-4 中， H

是哈達瑪門， T =[
1 0

0 e
√-1×

π

4

]和 T + =[
1 0

0 e
-1×√-1×

π

4

].在後端

ibmqx4中，我們使用量子位元 q[3]、q[4]、q[2]、q[1] 和 q 

[0 ] 分別實現量子位|y
1

0
⟩, |y

2

0
⟩, |o

1

1
⟩, |w

1,1

   0
⟩ 和|1⟩ 如圖 10-2 所

示。同樣我們也使用量子比特 q[3]、q[4]、q[2]、q[1]和 q[0]

分別實現量子位元|y
1

0
⟩, |y

2

0
⟩, |o

1

1
⟩, |w

2,1

   0
⟩ 和|1⟩ 如圖 10-3 所

示。由於在後端 ibmqx4中， CNOT閘無法應用於量子位元 

q[3] 和 q[1]，因此圖 10-2 和圖 10-3 中的第二個和第三個

CCNOT閘無法由後端 ibmqx4實現。因此，我們利用圖 10-

5的量子電路和圖 10-6的量子電路分別求出答案{ v 1 }和答

案{ v 2 }。 

 
圖 10-4：將 CCNOT 閘分解為 6 個 CNOT 閘和 1 個量子位

元的閘。 

 

 
圖 10-5：用於尋找答案 {v 1 } 的量子電路，適合在後端

ibmqx4上執行。 

 

 
圖 10-6：用於找出答案 {v 2 } 的量子電路，適合在後端

ibmqx4上執行。 
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我們以開放量子彙編語言 2.0 版為後端 ibmqx4編寫了兩
個程序，以實現圖 10-5 和 10-6 中的兩個量子電路。在第一

個程式中，我們使用四個語句 - “OPENQASM 2.0;”、“include 

“qelib1.inc”;”、“qreg q[5];”和“creg c[5]；” - 宣告五個初始狀

態為 |0> 的量子位元和五個初始值為 0 的經典位元。和

“xq[0]；”將 q[2] 和 q[0] 設定為狀態 |1>。然後，三個語句

“ hq[3];”、“hq[4];”、“hq[0];”用於完成圖 10-5 中第一個時隙

中的三個 Hadamard 閘。接下來，十五句話—— “hq[2]；”，

“cx q[4]，q[2]；”，“tdg q[2]；”，“cx q[3]，q[2]；”，“tq[2] ;”, 

“cx q[4],q[2];”, “tdg q[2];”, “cx q[3],q[2];”, “tq[4];”, “tq [2];”, 

“cx q[3],q[4];”, “hq[2];”, “tq[3];”, “tdg q[4];”和“cx q[3]，q[4]；” 

– 用於在圖 10-5 的第二個時隙中完成第一個 CCNOT 閘。

然後，兩個語句“cx q[3],q[2];”和“xq[2]；”實現 CNOT門和

NOT閘，用於標記圖 10-5 中第三個時隙到第四個時隙的答

案。 

 

接下來，在第一個程式中，語句“cx q[2],q[0];”用於在圖

10-5 中的第 5 個時隙中以(－1)來標記目標狀態的振幅。之

後，用 17 條語句完成圖 10-5 中第 6 個時隙到第 8 個時隙

的反轉運算。這十七個語句是“xq[2];”、“cx q[3],q[2];”、“cx 

q[3],q[4];”、“tdg q[4];” 、「 tq[3];」, “hq[2];”, “cx q[3],q[4];”, 

“tq[2];”, “tq[4];”, “cx q [3] ],q[2];”, “tdg q[2];”, “cx q[4],q[2];”, 

“tq[2];”, “cx q[3], q[2 ];”, “tdg q[2];”, “cx q[4],q[2];”和“hq[2];”。 

 

接下來，十一個語句「hq[3];」、「hq[4];」、「xq[3];」、

「xq[4];」、「hq[4];」、「cx q [3” ],q[4];”, “hq[4];”, “xq[4];”, 

“xq[3];”, “hq[4];”和“總部[3]；”用於完成圖 10-5中第 9時隙

到第 15時隙答案幅度的放大。最後，兩個語句“ measure q[3] 

-> c[3];”和“測量 q[4] -> c[4]；”完成圖 10-5 中第 16 個時隙
的答案的測量。類似地，在第二個程式中，使用以下語句來

找出答案 { v 2 }："OPENQASM 2.0;包括“qelib1.inc”； qreg 

q[5];克雷格 c[5]； xq[2]; xq[0];總部[3]；總部[4]；總部[0]；

總部[2]； CX q[4],q[2]; tdg q[2]； CX q[3],q[2]; tq[2]; CX 

q[4],q[2]; tdg q[2]； CX q[3],q[2]; tq[4]； tq[2]; CX q[3],q[4];

總部[2]； tq[3]; tdg q[4]； CX q[3],q[4]; CX q[4],q[2]; xq[2]; 

CX q[2],q[0]; xq[2]; CX q[4],q[2]; CX q[3],q[4]; tdg q[4]； 

tq[3]；總部[2]； CX q[3],q[4]; tq[2]; tq[4]; CX q[3],q[2]; tdg 

q[2]； CX q[4],q[2]; tq[2]; CX q[3],q[2]; tdg q[2]； CX q[4],q[2];

總部[2]；總部[4]； xq[3]; xq[4];總部[4]； CX q[3],q[4];總部

[4]； xq[4]; xq[3];總部[4]；總部[3]；測量 q[3] -> c[3]；測量 

q[4] -> c[4]；」。  

 

圖 10-7 和圖 10-8 分別給出了兩個程式對應的電路。圖 

10-7 在後端 ibmqx4上，我們使用量子位元 q[3]、q[4]、q[2]、

q[1] 和 q[0] 分別實現量子位|y
1

0
⟩, |y

2

0
⟩, |o

1

1
⟩, |w

1,1

   0
⟩ 和|1⟩ 如

圖 10-5 所示。同樣，在圖 10-8中，在後端 ibmqx4上，我

們也使用量子位 q[3]、q[4]、q[2]、q[1]和 q[0]分別實現量子

位|y
1

0
⟩, |y

2

0
⟩, |o

1

1
⟩, |w

2,1

   0
⟩ 和|1⟩ 如圖 10-6 所示。 

 

 

圖 10-7：第一個程式尋找答案{v 1 }的對應電路。 

 
圖 10-8：第二個程式找答案{v 2 }的對應電路。 

 

我們使用「simulate」指令在目標裝置上執行圖 10-7和圖

10-8 中的兩個電路，即後端模擬器。圖 10-9 和圖 10-10分

別顯示了兩次測量結果。在圖 10-9中，我們得到狀態 01000

的機率為 1.000。因為 q[4] 的值為 0，q[3] 的值為 1，所以

我們得到第一個答案 { v 1 } 的機率為 1.000。類似地，在圖 

10-10 中，我們得到狀態 10000 的機率為 1.000。 q[4] 的值

為 1，q[3] 的值為 0，因此我們得到第二個答案 { v 2 } 的機

率為 1.000。 

 
在後端模擬器上求答案{v 1 }的測量結果。 

 

 
圖 10-10：在後端模擬器上求答案{v 2 }的測量結果。 

 

我們使用「Run」指令在後端 ibmqx4 的真實處理器上執
行圖 10-7 和 10-8 中的兩個電路。 圖 10-11和圖 10-12分別

顯示了兩次測量結果。在圖 10-11中，我們以 0. 541的機率

得到狀態 01000 ，或以 0. 154的機率得到狀態 00000 ，或

以 0. 112的機率得到狀態 10000 ，或以 0. 217的機率得到

狀態 11000 。因為對於機率為 0. 541 的狀態 01000， q[4] 

的值為 0，q[3] 的值為 1，所以我們得到第一個答案 { v 1 } 

的機率為 0. 541。如圖 10-12 所示，我們以 0. 258 的機率得

到狀態 10000 ，或以 0. 163 的機率得到狀態 00000 ，或以

0. 244 的機率得到狀態 01000 ，或以 0. 359 的機率得到狀

態 11000 。儘管狀態 11000具有較高的機率 0.359，但它編

碼的集合{ v 2 , v 1 }不是獨立集合。因此，我們不選擇它作

為答案。對於機率為 0. 258 的狀態 10000，q[4] 的值為 1，

q[3] 的值為 0，因此我們以 0. 258 的機率得到第二個答案 

{ v 2 } 。 

 
圖 10-11：在後端 ibmqx4 的真實處理器上尋找答案{v1}的
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測量結果。 

 

 
圖 10-12：在後端 ibmqx4 的真實處理器上尋找答案{v2}的

測量結果。 

XI. 求三頂點二邊圖中最大獨立集的實驗結果 

在圖 10-13中，圖 G 2由三個頂點和兩條邊組成。 G 2中

的獨立集合為{ v 2 , v 3 }, { v 1 }, { v 2 }, { v 3 } 和{}，這是一

個空集合。 G 2的最大獨立集合是{ v 2 , v 3 } 。我們用開放

量子組合語言 2.0 版寫第三個程式來找出圖 G 2 的最大獨立

集 { v 2 , v 3 } 。圖 10-14是相應的量子電路。 

 

 
圖 10-13：具有三個頂點和兩條邊的圖 G 2 。 

 

 
圖 10-14：第三個程式找出答案{ v 2 , v 3 }對應的量子電路。 

 

第三個程序以（－1）標示答案的幅度，並將答案的幅度

放大兩倍。它指定了四個語句「OPENQASM 2.0；包括

“qelib1.inc”； qreg q[9]； creg c[3];”聲明三個具有初始狀態 

|0> 的 9 個量子位元和具有初始值 0的經典位元。 ]對頂點 v 1 進

行編碼。接下來，我們使用七個語句“hq[0];”總部[1]；總部[2]； 

xq[8];總部[8]； xq[3]； xq[4];”產生所有可能的解決方案並

設定這些輔助量子位元的初始狀態。 

 

然後，我們使用十一個語句「ccx q[0], q[1], q[3]; ccx 

q[0],q[2],q[4]; ccx q[3],q[4],q[5]; ccx q[1],q[5],q[6]; ccx 

q[2],q[6],q[7]; CX q[7],q[8]; ccx q[2],q[6],q[7]; ccx 

q[1],q[5],q[6]; ccx q[3],q[4],q[5]; ccx q[0],q[2],q[4]; ccx 

q[0],q[1],q[3];”用(－1)標記答案的幅度。接下來，我們使用

語句「hq[0];總部[1]；總部[2]； xq[0]; xq[1]; xq[2]; xq[3]; 

xq[4]； ccx q[0],q[1],q[3]; ccx q[3],q[2],q[4]; q[4],q[8]； ccx 

q[3],q[2],q[4]; ccx q[0],q[1],q[3]; xq[0]; xq[1]; xq[2]; xq[3]; 

xq[4];總部[0]；總部[1]；總部[2]；”執行答案幅度的放大。 

 

接下來，我們使用十一個語句「ccx q[0], q[1], q[3]; ccx 

q[0],q[2],q[4]; ccx q[3],q[4],q[5]; ccx q[1],q[5],q[6]; ccx 

q[2],q[6],q[7]; CX q[7],q[8]; ccx q[2],q[6],q[7]; ccx 

q[1],q[5],q[6]; ccx q[3],q[4],q[5]; ccx q[0],q[2],q[4]; ccx 

q[0],q[1],q[3];”用(－1)標記答案的幅度。然後，我們使用語

句“hq[0];總部[1]；總部[2]； xq[0]; xq[1]; xq[2]; xq[3]; xq[4]; 

ccx q[0],q[1],q[3]; ccx q[3],q[2],q[4]; q[4],q[8] ；  ccx 

q[3],q[2],q[4]; ccx q[0],q[1],q[3]; xq[0]; xq[1]; xq[2]； xq[3]; 

xq[4];總部[0]；總部[1]；總部[2]；”執行答案幅度的放大。

最後，我們使用三個語句「measure q[0] -> c[0];測量 q[1] -

> c[1]；測量 q[2] -> c[2]；”完成答案的測量。 

 

我們使用「simulate」指令在目標裝置上執行圖 10-14的

量子電路，也就是後端模擬器。圖 10-15 顯示了第三個程序

的測量結果。在圖 10-15 中，我們以最高機率 0.55 獲得狀

態 110。因為 q[2]的值為 1，q[1]的值為 1，q[0]的值為 0，

所以我們以 0.55的機率得到答案{ v 2 , v 3 }。 

 

 
在後端模擬器上求答案{ v 2 , v 3 }的測量結果。 

XII. 結論 

許多資訊處理和計算問題都可以追溯到尋找資料庫或成

本函數的極端值。 Durr −Hoyer 演算法和 Ahuja −Kapoor 演

算法是量子搜尋演算法的相當有用的擴展，旨在找到未排

序資料庫或成本函數的最小/最大點。它表明在 [31]許多著

名的用於尋找未排序資料庫或成本函數的最小/最大點的

量子演算法在期望值方面有效地提供了極值；因此，無法

給出所需基本步驟數量的合理上限。為了提高 Durr Hoyer

和 Ahuja −Kapoor演算法的性能，整合了量子計數和二分搜

尋的量子存在測試[31]− 被提議。任何具有 m 個邊和 n 個
頂點的圖 G的獨立集問題是在未排序的資料庫或具有 2 n 個

頂點子集的成本函數中找到具有最大頂點數的最大獨立集。

然而，在引理 5-6中，我們表明 Durr −Hoyer演算法、Ahuja 

−Kapoor 演算法和量子現有測試不能解決任何具有 m 條邊

和 n個頂點的圖 G的獨立集問題。 

引理 4-1 到引理 4-2 顯示任何具有 n 個頂點和 m 個邊的
圖 G的獨立集問題可以透過分子演算法求解獨立集問題( Y 

0 , n, m ) with O( n 2 + m )生物操作，O(2 n ) DNA 鏈，O( n ) 

管和最長的 DNA 鏈，O( n )。引理 5-1 到引理 5-5 顯示相同

的問題可以透過二次加速來解決 透過演算法 5-2 和演算法 

5-1，它們實現了從分子演算法求解獨立集問題( Y 0 , n, m ) 

產生的簡單布林電路。在 引理 從引理 6-1 到引理 6-4 ，我

們證明演算法 5-2 和演算法 5-1 給出了最好的二次加速比 

因處理任何具有 n 個頂點和 m 個邊的圖 G 的獨立集問題而

聞名的加速。為了解決同樣的問題，已知的最佳經典演算

法[52]最壞情況的時間複雜度仍然是 O(2 n ) 。據我們所知，
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這是解決相同問題的當前可用最佳方法的替代方法。 

 

此外，在引理 7-1中，我們證明了解決相同問題的分子解

的數學解是有限維希爾伯特空間中的單位向量。在 引理 8-

1 ，我們證明了 NP完全問題的約簡過程不僅無法加快量子

演算法的效能，反而會減慢它的速度。因此， NP完全問題

之間的約簡是沒有用的，每個 NP 完全問題都有自己最好

的量子演算法。這意味著使用標準約簡和所提出的量子分

子演算法並不一定會產生針對 NP 問題的最佳量子演算法。

此外，在引理 8-2 中，我們表明，所提出的用於解決具有 n 

個頂點和m 個邊的圖G中的獨立集問題的具有二次加速的

量子分子演算法不是最好或最優的量子演算法。在引理 9-

1 中，我們證明了為了解決輸入 n位的元素獨特性問題，所
提出的量子分子演算法將使用量子遊走演算法的 ( ) 查詢

的量子下界改進為( √
2n

2
)查詢2

n×
2

3。 
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